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Proceedings do XXIII Semana do IME /UFG

Goiania-GQO, 07a 10 de outubro de 2008.

No perfodo de 1986 & 1996, o Instituto de Matemadtica e Fisica (IMF) da UFG realizou anualmente
o evento cientifico denominado Semana do IMF (Semana do Instituto de Matemadtica e Fisica). No ano
1997, com a criagdo do Instituto de Matemética e Estatistica (IME), o IME passou a realizar a Semana
do IME/UFG.

Neste ano de 2008, estaremos realizando a XXIII Semana do Instituto de Matematica e Estatistica
da UFG, no periodo de 07 a 10 de outubro.

Salientamos que acgoes como esta que realizamos anualmente desde 1997 sao de fundamental im-
portancia para o aprimoramento e formagao de profissionais que atuam nas areas de Matematica e
Estatistica.

Paralelamente a XXIII Semana do IME/UFG, estard sendo realizado o V Congresso de Pesquisa,
Ensino e Extensao (V CONPEEX) da UFG, com a participacdo de alunos de graduacao da UFG e
de outras Instituicces. O CONPEEX visa a divulgacao dos trabalhos de alunos da graduagao com
bolsa PIBIC e de todas as outras atividades compreendendo Ensino, Pesquisa e Extensao, as quais sao
desenvolvidos através de recursos captados pela UFG.

As atividades da XXIII Semana do IME/UFG estard aberta para os participantes do V CONPEEX.
A simultaneidade dos eventos permitird que pesquisadores de destaque que estiverem participando do V
CONPEEX possam tanto proferir palestras destinadas aos pesquisadores participantes do evento, bem

como para as atividades direcionadas ao publico da XXIII Semana do IME/UFG.
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PROGRAMACAO DIARIA da XXIII Semana do IME/UFG

[ Terca-Feira, 07

8:00 - 12:00 veja programacao CONPEEX
8:00 -9:30 veja programacao CONPEEX
9:30 -10:30 *Palestra de Abertura do XVI Seminério de Iniciagao Cientifica
9:30 -10:30 veja programacao CONPEEX
12:00- 14:00 Almogo/Cinema(Faculdade de Letras)
14:00 -18:00 * Apresentacao Oral PIBIC/PIVIC(V CONPEEX)
16:00- 17:30 veja programacao CONPEEX
17:30 -19:00 Intervalo
19:00- 19:50 Professor Vanderlei Horita (IBILCE/UNESP/SJRP)
19:50- 20:10 Coquetel
20:10-21:30 Minicurso MC1, MC3 e MC14

| Quarta-Feira, 08 |

8:30 - 10:00 | *Mesa-Redonda:Formagao de Formadores - Faculdade de Letras
8:30 - 10:00 Minicurso MC4

10:00 -10:20 Intervalo

10:20 -11:40 Minicursos MC2, MC6, MC7, MC8
11:40- 14:00 Almocgo

14:00 -15:30 Minicursos MC9 ao MC13

15:30- 16:00 Intervalo

16:00- 16:50 George Freitas von Borries (UnB/Estatistica)
17:00- 17:50 Marcelo Almeida Bairral (UFRRJ)
18:00 -19:00 Intervalo

19:00- 19:50 Walter Batista dos Santos (Doutorando UnB)
19:50- 20:10 Intervalo

20:10-21:40 Minicurso MC1, MC3 e MC14

| Quinta-Feira, 09 |

8:30 - 10:00 Minicursos MC4 e MC5
10:00 -10:20 Intervalo

10:20 -11:40 Minicursos MC2, MC6, MC7, MC8
11:40- 14:00 Almocgo

14:00 -15:30 Minicursos MC9 ao MC13
15:30- 16:00 Intervalo

16:00- 16:50 | Evander P. de Rezende (UFG/Catalao)
16:00- 16:50 Bryon Richard Hall (IME/UFG)

17:00 -18:00 Sessao de Poster
18:00 -19:00 Intervalo

19:00- 19:50 Venicio Veloso Borge (UCG)
19:50- 20:10 Intervalo

20:10-21:30 Minicursos MC1 e MC14




| Sexta-Feira, 10 |

8:30 - 10:00 Minicursos MC4 e MC5
10:00 -10:20 Intervalo

10:20 -11:40 | Minicursos MC2, MC6, MC7, MC8
10:20 -11:10 Sessao Técnica de EDP - P1
11:10 -12:00 Sessao Técnica de EDP - P2
12:00- 14:00 Almoco

14:00 -15:30 Minicursos MC9 ao MC13
14:00 -14:50 Sessdao Técnica de EDP P3
14:50 -15:40 Sessao Técnica de EDP P4
15:30- 16:00 Intervalo

16:00- 17:00 | Rodney Carlos Bassanezi(UFABC)

Observagoes:1) As atividades do CONPEEX com * sdo recomendados & todos os participantes da

XXIIT Semana do IME/UFG.
Minicursos

MC1 - Nimeros: dos Naturais aos Reais
Ministrantes: Eudes Antonio da Costa (UFT/Campus Arraias)
Ronaldo Antonio dos Santos (IME/UFG)

MC?2 - Alguns Problemas Interessantes em Probabilidade
Ministrante: Fabiano Fortunato Teixeira dos Santos (CAJ/UFG/Doutorando UnB).

MC3 - A Modelagem Matematica como Metodologia de Ensino-Aprendizagem da Ma-
tematica na Educagao Basica.
Ministrantes: Crhistiane da Fonseca Souza (CAC/UFG)
Mariane Cardoso (Bolsista Prolicen/ CAC/UFG)

MC) - Matematica Algumas Vezes Aplicada.
Ministrante: Luciana Aparecida Elias (CAJ/UFG)

MC5 - Andlise dos parametros de controle em pesquisas de intengao de votos/ Controle
Estatistico de Qualidade - Controle on-line de processos: uma abordagem econdmica para
contagem do niimero de nao-conformidades na amostra via modelagem probabilistica.

Renata Mendonga Rodrigues (Mestranda - PPGMAE / CCET - UFRN)

MC6 - Classificagao de Pontos Singulares No Plano.
Ministrantes : Alysson Tobias Ribeiro da Cunha (CAJ/UFG)
Marcos Leandro Mendes Carvalho (CAJ/UFG).

MC7 - Teoria local das curvas planas.

Ministrante: Luciana Maria Dias de Avila Rodrigues (UnB)



MCS - Sistemas Criptograficos em Blocos.
Ministrantes: Shirlei Serconek (IME/UFG)
Celso Junior (Especializacao IME/UFG)
Nilo Célio (Especializagao IME/UFG)

MC9 - Testes de Primalidade e Aplicagoes.
Ministrantes: Maria Aparecida de Faria(Especializacdo IME/UFG)
Shirlei Serconek (IME/UFG)

MC10 - Tépicos em passeios aleatdrios.

Ministrante: Valdivino Vargas Junior (Doutorando IME/USP)

MC11 - O Lema de Lax-Milgram e Aplicagoes.
Ministrante: Maurilio Marcio Melo (IME/UFG)

MC12 - Mapas Mentais como Ferramenta de Apoio a Aprendizagem.
Ministrante: Edinaldo Augusto Lemes Garcia ( IME/EEEC-UFG)

MC18 - O Produto Wreath e o Grupo de Automorfismos de Arvores.
Ministrante: Marcio Roberto Rocha Ribeiro (CAC/UFG)

MC14 - Cédigos Corretores de Erros.
Ministrante: Mério José de Souza (IME/UFG)

Conferéncias

Palestra de Abertura: Fungoes Simples x Dinamicas Interessantes.
Palestrante: Vanderlei Horita (IBILCE/UNESP/SJRP)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

C1-”Uma Discussao sobre o Uso de Técnicas de Agrupamento para Dados Superdimen-
sionados com Amostras Pequenas”.
Conferencista: George Freitas von Borries (UnB/Estatistica)

Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

C?2 - Pesquisas e inovagao com ambientes virtuais em educagao matematica.
Conferencista: Marcelo Almeida Bairral (UFRR.J)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

C8 - Aproximacgao do valor de 7 via simulagao Monte Carlo.
Conferencista: Walter Batista dos Santos (Doutorando UnB)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

C4 - O Teorema da Base de Hilbert e o método dos conjuntos parcialmente bem-
ordenados.
Conferencista: Evander Pereira de Rezende (Doutorando UnB)

Local: sala 112 do IME/UFG.



C5 - Numeros surreais e analise nao-standard.
Conferencista: Bryon Richard Hall (IME/UFG)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

C6 - Sofismas na Matematica
Palestrante: Venicio Veloso Borge (UCG)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

Palestra de Encerramento - Modelagem Matematica no Ensino Aprendizagem.
Palestrante: Rodney Carlos Bassanezi (CMCC - UFABC/ Santo André)
Local: Auditério do Instituto de Quimica (IQ)

Sessao Técnica de Equagoes Diferenciais Parciais

P1 - Existéncia de Atratores para Equacgoes de Evolugcao Nao-Lineares.
Ministrante: Eduardo Arbieto Alarcon(UFG)
Local: Sala 112

P2 - Estabilidade de Ondas de Combustao.
Ministrante: Aparecido Jesuino de Souza (UFCG)
Local: Sala 112

P3 - Problema de Riemann para um Modelo Quadratico.
Ministrante: Arthur Vicentini de Azevedo(UnB)
Local: Sala 112

P4 - Uma aplicagcao do método iterativo monétono a um problema de combustao em
meios porosos.

Ministrante: Marcelo Martins dos Santos (UNICAMP)

Local: Sala 112

Sessao de Poster

Painel 1:Estagio I - Acompanhamento Pedagégico de Reforco Matematico para Alunos

da 2% Fase do Ensino Fundamental no CEPAE.

Fébio Moreira Aratijo (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFG)

Orientador: Prof. Msc. Marcos Vinicius Lopes (CEPAE/UFG)

José Anthony Novak Faria (Graduando Lic. em Matemdtica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Msc. Marcos Vinicius Lopes (CEPAE/UFG)

José Francisco Arruda Silva (Graduando Lic. em Matematica - IME/UFG)
Orientadora: Profa. Tatiana Marla da Costa (CEPAE/UFQG)

Marciene Alves da Silva (Graduanda Lic. em Matemadtica - IME/UFG)

Orientador: Prof. Msc. Marcos Anténio Gongalves Jr

Weérica Pricylla de Oliveira Valeriano (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFQG)
Orientadora: Profa. Msc. Gene Maria Vieira Lyra Silva (CEPAE/UFG)



da

Painel 2: Estéagio I - Didatica da Matematica a Luz de uma Abordagem a distancia.

Diego Rodrigues da Silva (Graduando Lic. em Matematica - IME/UFG)
Douglas Nascimento Ribeiro (Graduando Lic. em Matematica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro(IME/UFG)

Painel 3: Estagio I - Etnomatematica.

Patricia Ferreira Berchol (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)
Raniere Elias Tavares (Graduando Lic. em Matematica - IME/UFG)
Wivian Sena Moraes (Graduanda Lic. em Matematica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro (IME/UFG)

Painel 4: Estagio I - Jogos matematicos estratégicos no processo de ensino e aprendizagem

matematica na escola do Ensino Basico

Lorena L. da Costa (Graduanda Lic. em Matemadtica - IME/UFG)
Ludimila C. C. de Andrade (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro (IME/UFG)

Painel 5: Estagio I - Jogos no Ensino de Matematica.

Fernando Goncalves Pinto (Graduando Lic. em Matemadtica - IME/UFG)

Julio Cesar Prado Souza Rodrigues (Graduando Lic. em Matemadtica - IME/UFQG)
Julyan do Vale Ferreira (Graduando Lic. em Matemdtica - IME/UFG)

Thais Naves Melo (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)

Willian do Amaral Barra (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientadora: Profa. Msc. Maria Bethania Sardeiro dos Santos (IME/UFG)

Painel 6: Estagio I - Monitoria no Waldemar Mundin

Denise Ramos Galvao (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientadora: Profa. Msc. Susane Fernandes de Abreu Teixeira (Subs. IME/UFQG)
Giovanna Marques Indcio (Graduanda Lic. em Matematica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. Paulo Henrique de Azevedo

Ronivon de Morais Leonel (Graduando Lic. em Matemdtica - IME/UFG)
Orientadora: Profa. Msc. Susane Fernandes de Abreu Teixeira (Subs. IME/UFG)

Painel 7: Estagio I - Monitoria no Castelo Branco

Aguiobey de Souza Roque (Graduando Lic. em Matemadtica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. Ricardo Nunes de Oliveira (IME/UFG)

Carla de Faima Souza (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. Maurilio Mércio Melo (IME/UFG)

Fernando e Silva Luciano (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFQG)
Orientador: Profa. Dra. Marina Tuyako Mizukoshi (IME/UFG)

Oscar Joaquim da Siva Neto (Graduando Lic. em Matemadtica - IME/UFG)



Orientador: Prof. Dr. Ricardo Nunes de Oliveira (IME/UFG)
Reinaldo Resende Tadeu (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientadora: Profa. Dra. Edméia Fernandes da Silva (IME/UFG)

Painel 8: Estagio I - Monitoria no CEFET.

Renata Rodrigues Ramos (Graduanda Lic. em Matematica - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. Maurilio Mércio Melo (IME/UFG)
Sheila Ferreira dos Santos (Graduanda Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientador: Prof. Dr. Maurilio Mércio Melo (IME/UFG)

Painel 9: Estéagio I - Resolucao de Problemas e Investigagao Matematica.

Daniel Antonio Mendonga da Silva (Graduando Lic. em Matematica - IME/UFQG)
Liliane de Souza Gomes (Graduanda Lic. em Matemédtica - IME/UFG)

Wesley Carvalho (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFG)

Orientador: Prof Msc. Marcos Anténio Gongalves Junior (CEPAE/UFG)

Painel 10: Projeto Re-vivenciando o Colméia.

Lucimar de Lima Canédo (Graduanda Lic. em Matematica - IME/UFQG)
Orientador: Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro (IME/UFG)

Painel 11: Software - Pratica e Educagao Matematica

Douglas Santos Oliveira (Graduando Lic. em Matemadtica - IME/UFG.)
Humberto Irineu Chaves Ribeiro (Graduando Lic. em Matemética - IME/UFG)
Orientadora: Elisabeth Cristina de Faria (IME/UFG)

Painel 12: PET - Vivenciando o Céalculo no Curso de Matematica.

Daniella Porto (Graduanda Lic. em Matemadtica - IME/UFG)
José Henrique de Salazar Amaral (Graduando Lic. em Matemdtica - IME/UFQG)
Orientador: Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro (IME/UFG).

Painel 13: O Ensino de Geometria Analitica Utilizando os Softwares WINPLOT, REGUA
E COMPASSO, VRUM VRUM E MATHGV.

Carlos Roberto da Silva (Bolsista/Graduando em Ciéncia da Computagao - UniEvangélica )
Pedro Henrique de Oliveira Caetano (Bolsista/ Sistemas de Informagcao - UniEvangélica)
Eliana Carla Rodrigues (voluntéria/ Graduanda em Lic. em Matematica - UEG)

Juliano José Gomes (voluntdrio / Graduando Lic. em Matemética - UEG)

Ronyérisson dos Santos e Silva (voluntdrio/ Graduando Lic. em Matemadtica )

Orientadora: Profa. Msc. Eliane de Fétima Rodrigues Martins (UniEvangélica)

Painel 14: Problema de Valores de Contorno e Teoria de Sturm-Liouville aplicados ao



escoamento de fluido em uma rocha porosa.

Adriane Sardinha Macédo (Graduanda em Matemdtica - UEG /Ipord)
Thaérsis Sousa Silva. (Graduanda em Matematica - UEG /Ipord)
Orientador: Prof.Rodrigo Miyasaki (UEG /Iporé)

Painel 15: A complementaridade entre a linguagem corrente e a linguagem matematica.
Tatiana Marla da Costa (CEPAE/UFG)

Painel 16: Teste da razao de verossimilhancgas sinalizada em modelo com erros nas variaveis.

Tatiane Ferreira do Nascimento Melo (Doutoranda IME/USP)
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Funcoes Simples x Dinamicas Interessantes
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As vezes somos tentados a pensar que para termos um sistema dindmicos interessante (“complicado”)
precisamos ter uma fungao com expressao algébrica dificil de entender. Discutiremos, usando exemplos
simples porém com dinamicas ricas, algumas nocoes centrais da teoria de sistemas dindmicos como hi-
perbolicidade, estabilidade, transitividade e outras. Veremos que mesmo fungées lineares, desde que em

ambientes apropriados, possuem dinamicas extremamente ricas.
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The advent of new technologies for collecting and storing data has motivated the research of inference
methods applied to high dimensional low sample size data in areas such as microarray experimentation
(Pomeroy et al. [9]), spectrometry studies (Thiele [14]), pattern recognition (Reese [10]) and agriculture
screening trials (Brownie and Boos [2]). For example, scientists have been able to study complex di-
sorders through the monitoring of expression of thousands of genes from a single DNA chip, known as
DNA microarray (see for example [5], [1], [11], [4]) and one of the most important statistical learning
technologies used to identify groups of differentially expressed genes has been cluster analysis (as in [7],
[6], [3]). According to McLachlan [8], reasons for clustering of genes are: to discover genes with difference
in expression in different tissues; to discover genes belonging to a particular pathway; to find common
characteristics in genes declared similar through a comparison of expression patterns. Clustering can
also be used as an exploratory tool to compare different experimental conditions (as a batch of reagents,
technicians), to support visual methods in generating hypotheses about the existence of possible groups,
to identify subgroups in complex data, to identify gene expression patterns in time or space and to reduce
redundancy in prediction. More about the subject is available in Segal et al. [12, 13].

A medium-size microarray study often contains information from thousands of genes with no more
than a hundred samples for each gene. The dimensionality of the study will impose many restrictions to
traditional statistical analysis. Drawbacks of available clustering algorithms are the difficulty in specifying
the number of clusters in advance, their sensitiveness to outliers, the long processing time, their lack of
robustness in the presence of small perturbations, their non-uniqueness, problems with inversion, distri-
butional assumptions, and their failure to computate covariance matrices when one or more components
is singular or nearly singular.

The purpose of this presentation is to review some of the terminology related to cluster analysis
with the objective to clarify and differentiate common terms from different scientific areas that are
frequently used without a precise meaning in the literature about clustering of high dimensional low
sample size (HDLSS) data. The terms covered are: (1) data mining; (2) statistical learning; (3) su-
pervised/unsupervised learning; (4) clustering; (5) gene-based clustering; (6) class discovery; and (7)
classification. It is also reviewed some benchmark algorithms used in the clustering of high dimensional
data and discussed advantages and disadvantages of some proximity measures and algorithms used in
studies with HDLSS data.

In recent bioinformatics literature there are many new algorithms working with HDLSS data. Dif-
ficulties in using those algorithms are also explored. Finally, the ideas of a new algorithm specifically

designed to clustering of HDLSS data are introduced.
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Nesta palestra ilustrarei duas vertentes da educagao matemadtica a distdncia que tenho atuado. A
primeira, na construgdo e implementacao de ambientes virtuais para a formacao (inicial e continuada)
de professores em geometria. Na segunda estou atuando em colaboracao com a Rutgers e com a Drexel
University (EUA) no ambiente Virtual Math Team (VMT-Chat) com estudantes brasileiros e americanos
- do Ensino Médio. Neste estudo estamos analisando o desenvolvimento colaborativo de estratégias

heuristicas pelos discentes.
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1.1 Introducao

E conhecido que ™ = 3,1415926... e que existem algoritmos deterministicos eficientes para determinar seu
bilionésimo digito. Também, métodos nao deterministicos podem ser usados para aproximar (ou estimar)
o valor de 7 e o Teorema do Limite Central é a ferramenta fundamental para determinar o quao “boa”
é esta aproximacao. Esta palestra visa divulgar um método Monte Carlo que consiste em usar nimeros

aleatdrios para obter uma aproximacao de .

1.2 Conceitos Basicos

Nesta secao sao introduzidos os conceitos da teoria de probabilidade que serao utilizados. Usaremos ao

longo do texto “v.a.” para indicar “varidvel aleatéria”.

1.2.1 Variavel Aleatéria Discreta
Definicao 1.1. Uma v.a. X : Q — R € dita discreta se existem ay,as,...,an,... em R tais que
P(X €{ay,az,...,an,...}) =1
oo
Definicao 1.2. A esperanca ou valor esperado da v.a. discreta X € definido como E[X] = ZajP(X =
j=1
aj).
Observacgao 1.3. Seja X uma v.a. discreta e g(X) uma funcao de X. Entdo o valor esperado da nova

v.a. € dado por
o0

Elg(X)] = g(a;)P(X = a;).
j=1
Definicao 1.4. A varidncia de uma v.a. X € definida como
var[X] = E[X?] — (E[X])*.

Observagao 1.5. Se X € uma v.a. com distribuicdo Binomial de parametros n e p entao

P(X =k)= < Z >pk(1p)nk, k=0,1,...,n.

Neste caso, é conhecido que E[X] = np

1.2.2 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central (TLC) pode ser encontrado em [2]. Enuniaremos o teorema sem entrar em

detalhes das hipdteses, pois, somente nos interessard seu resultado para aplicagao.
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Teorema 1.6. Seja X1, Xo,..., X, ... uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes e identica-

mente distribuidas com média comum p e varidncia o?. Entdo,
Sn—ni D
————— = N(0,1), quandon — oo,

ovn

onde, S, =X1+Xo+ ...+ X, ¢, L, significa convergéncia em distribuicdo.

Método Monte Carlo

No que segue, suporemos que 7 é um nimero na vizinhanca de 3 e usaremos um método Monte Carlo
para estimar seu valor. Para tal, consideremos o circulo C, de diametro 2, inscrito no quadrado @, de

lado 2, de acordo com a figura abaixo.

L'

Figura 1.1.

A drea de C é m e a drea de @ é 4. Vamos retirar um ponto v aleatoriamente (uniformemente) de

T
dentro do quadrado ). A probabilidade que v situe dentro do circulo C (isto é, v € C) é R ou seja,
area(C s
P(’U € C) = ,7() = —.
area(@Q) 4
Este exprimento pode ser repetido n vezes, isto é, podemos selecionar pontos v, vs, ..., v, independen-
temente, cada um uniformemente distribuido no quadrado Q. Seja Z a quantidade de v;’s que situam-se
nmw

T
dentro do circulo C. Entao Z tem distribuigao binomial de parametros n e T e em particular, E[Z] = T

4 47 -
Por isso, £ {— = 7; ou seja, — é um estimador “nao-viesado” de .
n n

Exemplo 1.7. Suponhamos que n = 10000 e que observamos Z = 7932 (cf. [1]). Entao, a estimativa

de m deve ser
4(7932)

————= =3,1728.
10000 178

1.3 Precisao do Método Monte Carlo

Usando n = 10000 e Z = 7932, podemos verificar o quao “boa” é a estimativa encontrada. Antes porém,

47
vamos reescrever o estimador — como soma de uma sequéncia de n variaveis aleatérias independentes e
n
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identicamente distribuidas, para usarmos o TLC. Para cada i = 1,2,...,n vamos definir X; da seguinte

Xi{ 4 sev; €C

forma:

0 caso contrario
ou seja, X; assume o valor 4 se v; estd no interior de C' e, o valor 0, se v; estd no interior de () e nao esta

4z —
no interior de C. Dessa forma o estimador — é o mesmo que S,,, onde
n

= _XtXat.  +X,

Pelo TLC, um intervalo de confianca de 95% para 7 é dado por

R g —_ ag
S, —1,96-2— , 5, +1,96-—
g on T hYTE

onde o é o desvio padrdo de X;. Segue de um célculo simples que o = y/7(4 — 7). Agora, usando a
estimativa de 7 na férmula o = \/7(4 — ) obtemos /3,1728(4 — 3,1728) ~ 1,62. Logo, o intervalo de

confianga aproximando torna-se

[3,1410, 3,2046].

Com isso concluimos que a estimativa 3, 1728 é precisa para uma casa decimal. Uma pergunta natural
é: quantas observagoes sao necessarias para se ter uma precisao de duas casas decimais? Como a precisao
p . . . . g .~
¢é medida pela largura do intervalo de confianca, que é proporcional a 7, para melhorar a precisao por
n

um fator de 10 precisamos aumentar n por um fator de 100. Assim, seria necessario em torno de n = 10°

para obtermos precisdao de duas casas decimais e, em torno de n = 108 para trés casas decimais.

1.4 Conclusao

A palaestra divulga o uso de métodos Monte Carlo na resolucao de problemas. Apesar desta modesta
aplicacao existem aplicagoes bastante sofisticadas desta teoria como por exemplo em problemas de filtra-

gem nao linear.
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E fato conhecido que sobre um corpo K, todo ideal do anel de polinémios K[z] é principal, ou seja,
todo ideal de K[z] é gerado por um tnico elemento. Podemos enfraquecer um pouco esta hipGtese e exigir
apenas que o anel K seja comutativo com unidade e todo ideal de K seja finitamente gerado (i.é., K é um
anel Noetheriano). Assim, obteremos que, sobre um anel K Noetheriano o anel K[z, xa, ..., x,]| também
é Noetheriano (este fato é conhecido com o Teorema da Base de Hilbert. Na demonstracao proposta para
este teorema utilizaremos o método dos conjuntos parcialmente bem-ordenados. Finalmente, apresen-
taremos outros resultados que usam o mesmo método na demonstragao, como o Teorema de Cohen [1]
(uma variacdo do Teorema da Base, mas em infinitas varidveis) e avangos recentes em teoria de dlgebras

associativas.
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E possivel estender o conjunto R de modo a incluir nimeros transfinitos e infinitesimais, como foi
feito por Abraham Robinson em 1960. A algebra do conjunto Rx*, chamado de niimeros surreais por John
Conway, é uma simples extensao de R, mas com varias aplicagoes interessantes para as quais R nao basta.
O melhor exemplo disso é a teoria dos jogos matematicos desenvolvida por John Conway, Richard Guy

e Martin Berlekamp desde a década de 1970 até hoje.
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2.5 APRESENTACAO

A invencao dos numeros é sem duvida uma grande evolugdo do pensamento humano. Porém esta
evolugao deu-se fortemente apoiada a conceitos intuitivos deixando varios fatos sem explicacao satis-
fatoria. Um exemplo foi o problema enfrentado pela escola Pitagérica ao descobrir grandezas incomen-
surdveis (nimeros irracionais). Um outro problema foi o de mostrar que todo conjunto de nimeros reais
limitado superiormente possui supremo, resultado de grande necessidade em anélise.

Foi por volta de 1858 que Richard Dedekind(1831-1916) fez a construgao formal dos nimeros reais
a partir dos nimeros racionais. Posteriormente percebeu-se a necessidade da construgao dos nimeros
naturais, inteiros e racionais. Em 1891 Giuseppe Peano (1858-1932) construiu de maneira formal o
conjunto dos nimeros naturais. E a partir deste conjunto podemos construir os niimeros inteiros, racionais
e reais.

Neste trabalho faremos uma apresentacdo histérica da construgdo (Fundamentacio) dos Numeros
Naturais seguindo o método axiomético. Aceitando os Conceitos Primitivos de o zero, ntimero
natural e sucessor de e os Axiomas de Peano:

A1 - Zero é um ntmero natural.

Ay - Todo niimero natural tem um 1nico sucessor que também é um numero natural.

Az - Zero nao é sucessor de nenhum natural.

Ay - Dois niimeros naturais que tem sucessores iguais sdo, eles préprios, iguais.

As - Se uma colecdo S de niimeros naturais contém o zero e também contém o sucessor de todos os
seus elementos, entao S é o conjunto de todos os naturais.

Seguiremos mostrando algumas propriedades acerca dos nimeros (Naturais, Inteiros, Racionais e

Reais), destacando a necessidade (pratica) de tais nimeros e sua fundamentagéo.

2.6 Discussoes Preliminares

O conjunto mais simples de nimeros sao os inteiros positivos: 1, 2, 3, 4,... usados para contar
(quantidade de objetos) e chamados de séries dos niimeros naturais e cujo conjunto é representado por
N. Estes nimeros sao tao antigos que Kronecker supostamente disse ”Deus criou os nimeros naturais;
todo o resto é obra do homem”.

Em muitos textos o 0 (zero) é também considerado um ndmero natural. Mais adiante quando
formalizarmos (Axiomas de Peano) esse conjunto também o consideraremos. Houve uma certa demora
na invencao de um simbolo para representar o nada. Tal demora é justificada com o fato de que nao

sentimos necessidade em contar o que nao temos. E a falta desse elemento causou inimeros problemas
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de interpretagao, ja que no sistema de numeragao posicional decimal, a auséncia do zero causa confusao;
por exemplo, como distinguir o niimero 32 do ntmero 302 ou do 320; pois nao sabemos se sao 3 centenas
ou 3 dezenas, ou ainda, se sao 2 dezenas ou 2 unidades. Com o zero podemos colocar o algarismo na
posigao correta. HEsses problemas se sucederam até que os hindus, no final do século VI, inventaram o
Zero.

O principio posicional consiste em dar ao algarismo um valor que depende nao apenas do valor que ele
representa na seqiiéncia natural; como também da posigao que ocupa, com respeito aos outros algarismos.
No dbaco, a ”coluna vazia”representava o nada(zero), por isso, ndo havia a necessidade de um simbolo,
somente quando houve necessidade de fazer um registro permanente de uma operagao realizado no abaco,
que enfrentamos esta dificuldade. Assim um progresso s6 foi possivel apds a criagdo de um simbolo para
a classe ”vazia”, um simbolo para o ”nada”, o nosso ”zero” moderno.

O conjunto dos nimeros naturais é, como sabemos, fechado com relacao a adi¢ao e multiplicagao, isto

a,beN=a+beN

a,beN=a-beN.

Porém nao é fechado com relagao a subtracao, pois, a,b € N nem sempre implica em a — b € N.
Portanto, além dos nimeros naturais, sao necessarios outros simbolos para representar nimeros como
3 —5 de modo a tornar o conjunto fechado com relacao a subtragao. Esses novos simbolos sao os nimeros
negativos e o conjunto formado pela unido desses aos naturais é chamado de conjuntos dos nimeros
inteiros e representado por Z.

Dessa forma Z é fechado com relacao a adicao, multiplicacao e subtracao. No entanto nao é fechado
com relacao a divisao, pois, a € Z,b € Z* a divisao de a por b pode nao ser um numero inteiro. O
conjunto dos ndmeros inteiros ¢ entao acrescido dos simbolos { para representar o resultado de tais
divisoes, obtendo um conjunto fechado com relacao a divisao. Esse novo conjunto é chamado de conjunto
de nimeros racionais e denotado por Q.

Todos esses numeros racionais podem ser representados como pontos em uma reta e estao relacionados
ao "problema da medida”, isto é, dados os segmentos AB e CD sera que existe um segmento OU = u

chamada unidade, tal que AB = mu e CD = na? No caso afirmativo, os segmentos AB e C'D sao

comensuraveis.

Os Pitagdricos acreditavam que os niimeros racionais eram suficientes para medir qualquer segmento
de reta. No entanto se surpreenderam ao constatar que nao havia um numero racional para medir a
diagonal de um quadrado de lado 1. Portanto v/2 nio é racional, assim como 7, v/5, V1 + v/3,sen(45°),
2V2 ¢ muitos outros.

O conjunto formado por todos os niimeros racionais e irracionais é chamado de conjuntos de niimeros

reais e é denotado por R.
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O problema enfrentado pelos pitagdricos sugere a seguinte questao: Sera que todo segmento de reta
tem seu comprimento expresso por um numero real? A resposta & essa questio é afirmativa e estd ligada

a completude dos nimeros reais.

2.7 Fundamentacao dos Niumeros Naturais

Desde os primeiros anos do ensino fundamental estamos acostumados a trabalhar com nidmeros naturais,
associando-os sempre a idéia de quantidade e utilizando-os para realizar contagens. Aprendemos a adi-
cionar e multiplicar tais nimeros, mas nao estabelecemos exatamente o que eles sao. Faremos isto nesta
secao.

Tomemos como ponto de partida a série
0,1,2,3,....,n,n+1,...

é esta série que teremos em mente quando falarmos da ”série dos niimeros naturais”. Sabemos que foi ne-
cessario muito tempo para aceitar que um par ”cadeiras”e um casal de humanos sdo ambos manifestagoes
da quantidade (numero) 2. O grau de abstracdo envolvido esta longe de ser facil.

O método axiomdtico, introduzido por Euclides na geometria grega (cldssica) no século IIT a.C. é na
algebra utilizado por Peano (somente no séc. XIX ) para fundamentar de forma légica a aritmética.

No método axiomatico deve-se, em primeiro lugar, aceitar certos termos da teoria sem uma explicagao
formal. Estes termos sdo chamados de Conceitos Primitivos e em nosso caso sao: o zero, numero
natural e sucessor de. Em segundo lugar aceitar certas sentencas (ou asser¢oes) como verdadeiras
(independente de demonstragao), tais sentengas sdo chamadas de Axiomas.

A partir dos termos primitivos acima, Peano formulou cinco axiomas, sao eles:

A; - Zero é um ntimero natural.

Ay - Todo niimero natural tem um 1nico sucessor que também é um numero natural.

Az - Zero nao é sucessor de nenhum natural.

A, - Dois ntimeros naturais que tem sucessores iguais sao, eles proprios, iguais.

As - Se uma colecdo S de niimeros naturais contém o zero e também contém o sucessor de todos os
seus elementos, entao S é o conjunto de todos os naturais.

A teoria se completa com Proposigoes (Teoremas) que, a partir dos axiomas, podem ser demonstrados

por raciocinio 1égico e correto. Formularemos e demonstraremos algumas dessas proposigoes.
Proposicao 2.8. Eriste um niumero natural diferente de zero.

Demonstra¢do. Suponha que nao exista um nimero natural diferente de zero. Pelo axioma As, zero tem
um sucessor, que é portanto o préprio zero. Mas isso contraria o axioma As, pois zero seria o sucessor

de zero. Portanto existe um natural diferente de zero. O

Usaremos o sfmbolo 0 para representar o ntimero zero e o simbolo a™ para indicar o sucessor de um

nimero natural a. Além disso denotaremos o conjunto formado por todos os nimeros naturais de N.
Proposigao 2.9. Se a € N, entdo a™ # a.

Demonstragio. Seja S = {a € N;a* # a}. Como vimos, o axioma Aj garante que 0 € S. Se a € S,
entdo at # a. Pelo axioma A4 temos que (a™)t # o™, portanto a™ € S sempre que a € S. O axioma

As conclui que S = N. O
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Proposigao 2.10. Sebe N e b # 0. Entio existe a € N tal que a™ = b.

Demonstracdao. Seja
S={0lu{yeN;y#0 e at =y paraalgum =z € N}. Por construgio 0 € S. Sea € S e a # 0,
entdao bt = a para algum b € N. Decorre que (7)™ = a™ e portanto a™ € S. Novamente por A5 temos

que S =N. |
Proposicao 2.11. Seja S C N, ndo vazio, tal que 0 ¢ S. Entdo existe a €N tal quea &€ S ea™ € S.

Demonstragio. Suponha falsa a proposicao. Tome K = {x € N;z7 & S}, entdao 0 € K. Sea € K
temos que a™ ¢ S, como estamos supondo falsa a afirmacio, temos que (a™)™ € S e portanto a™ € K.
Concluimos por As que K = N, implicando S = (). Mas isso contradiz a hipdtese. Logo a proposicao estd

demonstrada. O
Proposicao 2.12. O conjunto dos numeros naturais nao pode ser finito.

Demonstra¢do. O axioma A, garante que todo nimero natural tem sucessor. O Axioma As diz que
zero nao é sucessor de nenhum nimero natural. Dessa forma, caso o conjunto dos numeros naturais seja
finito, com n elementos, teremos que os n sucessores devem estar entre n — 1 elementos o que obriga um
elemento a ser sucessor de pelo menos dois elementos distintos, contrariando o axioma A4. Concluimos

que N nao pode ser finito. O

Proposicao 2.13. (Principio da indugdo completa) Suponha que a todo natural n esteja associada uma
afirmagao P(n) tal que:
i) P(0) € verdadeira.

s

ii) P(rT) € verdadeira sempre que P(r) for verdadeira.

s

Entao P(n) € verdadeira para todo n € N.
Demonstragdo. Decorre diretamente de As. [l

Outras proposicoes podem ser formuladas e sendo provadas, a partir dos axiomas e das proposicoes
precedentes, passam a fazer parte da teoria.
A nossa proxima etapa é definir as operacoes de adicdo e multiplicacdo e uma relacdo de ordem no

conjunto dos nlimeros naturais.

2.7.1 Adigao em N

Definicao 2.14. Dados a,b € N, o elemento a + b € N € dito soma de a com b e € definido da sequinte
forma:

1. a+0=a

2. a+b"=(a+0b)".
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Observe que tal definicao é uma lei de recorréncia.
Até o momento ndao adotamos simbolos para representar os niimeros naturais. Uma primeira repre-
sentagao pode se dar da forma,

N ={0,07,07F, 0+ 0F+++ .} sendo 07" = (07)* e assim por diante.
Exemplo 2.15.

e 0" 4+0=0"

o 0T 4+ 0" = (0F +0)T = (0F)+ =0++

° 0++ + 0++ — (0++ + 0+)+ — ((0++ + 0)+)+ — ((0++)+)+ — 0++++

Veja que as idéias primitivas de Peano - zero, niimero e sucessor - sao passiveis de infinitas inter-

pretagoes diferentes, todas as quais satisfarao as cinco proposigoes primitivas. Por exemplo:

Exemplo 2.16. Suponha que ”0”significa 100 e que “niumero”seja tomado como significando os numeros
de 100 em diante na série dos numeros naturais. Nesse caso, todas as proposicoes primitivas ficam
b

atendidas, e por conseqiéncia 99 nao é um “nimero”no sentido que estamos usando.

Exemplo 2.17. Na notagdo usual, denotamos N = {0,1,2,3,4,5,6,...}, sendo o sucessor de 0 é 1, o

sucessor de 1 € 2, o sucessor de 2 € 3 e assim por diante. O exemplo anterior teria a forma:

e 1+0=1

el +1=140"=(140)"t=1"=2

e24+2=2+41t =24+ =2+0H)" =(2+0)")t =@H)t =3+ =4

2.7.2 Propriedades da Adigao

1. Associativa: a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢, para todo a,b,c € N.
Prova por inducao sobre c.
Sec=0,entdoa+ (b+0)=a+ b= (a+b)+0. Suponha que a+ (b+r) = (a +b) + r, entdo
(a+b)+rt=[(a+b)+r|T=la+b+7r)T=a+b+r)T =a+ (b+rT),
portanto pela inducdo completa temos que a + (b+¢) = (a+b) + ¢ Va,b,c € N.

2. Elemento Neutro: a +0 = 0+ a = a, para todo a € N.
Para mostrar que 0 é o elemento neutro da adigao basta provar que 0+a = a, pois a outra igualdade
é a definicao. Provaremos por inducgao sobre a. Observe que 0 + 0 = 0. Suponha que 0 + a = a.

Temos que, 0 +a™ = (0 +a)™ = a’. O que prova a afirmagao.
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3. Comutatividade: a +b = b+ a, para todo a,b € N.
A prova deste fato é feita por inducao sobre b.
Para b = 0, temos pelo item anterior que a +0 =0 + a.
Suponha que a + b = b+ a, observe que a + bt = (a +b)* = (b+a)t =b+a’ = b* + a(prove por

indugao que b+ a™ = bt + a) . Concluindo a prova.

4. Lei do Cancelamento: b+a=c+a=b=rc.
Faremos a prova por inducao sobre a. Para a = 0 a afirmacao é verdadeira, poisse b+ 0 =c+0
entao b = c.
Suponha que, b+ a = ¢+ a = b = c. Entao,
b+at = c+a™ implica pela definigao (b+a)t = (c+a)T implicando pelo axioma A4 que b+a = c+a
implicando pela hipétese de indugao que b = c.

A inducao completa conclui que tal afirmacao é verdadeira para todo a € N.

2.7.3 Multiplicagao em N

Definigcao 2.18. Dados a,b € N, o elemento a-b= ab € N € dito de produto de a com b, e € definido da

sequinte forma:
1. a-0=0
2. a-b"=a-b+a
Propriedades da Multiplicacao

1. Associativa: a(bc) = (ab)c
Prova: (por indugao sobre c)
Vemos que se ¢ = 0, entdo a(b.0) = a.0 =0 = (ab).0.
Suponha verdadeira para ¢ € N, isto é, a(bc) = (ab)c.
Temos que a(bc™) = a(bc+b) = a(be)+ab = (ab)c+ab = a(bc)+ab = a(bec+b) = a(cb™). Mostrando

que é também verdadeira para ¢™. Pela inducao completa a afirmacao é verdadeira para todo ¢ € N.

2. Comutativa: ab = ba

Prova: Exercicio

3. Para todo b € N, 0.b = 0.
Prova: Inducao sobre b. Se b =0 entdo 0-0 = 0 (defini¢do). Suponha verdadeiro para b € N*| isto
é,0-b=0. Assim 0-b* =0-b+0=0+0=0. O que prova a afirmacdo para todo natural.

4. Elemento Neutro: a.1 =1l.a=a
Prova: Veja que por definicio a1 =a-0" =a-0+a=0+a =a. E1-a = a basta usar a

comutatividade da multiplicagao.

5. Distributiva: (b+ ¢)a = ba + ca
Prova: Indugao sobre a. Se a = 0, temos (b+c¢)-a =0 =b-0+c¢-0. Supondo verdadeira para algum
a € N* Assim (b+c)-at = (b+c¢)-a+ (b+c¢)= (ba+ca)+ (b+c) = (ba+b)+ (ca+c) = bat +ca™.

Portanto vale para qualquer inteiro a.
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6. Anulamento:ab=0 = a=0 ou b=0

Prova: Exercicio

2.7.4 Relagao de Ordem em N

Definigao 2.19. Dados a,b € N diremos que a € menor ou igual a b e denotaremos por a < b, se existir

ceN tal que a+c=0.
Exemplo 2.20. 5 < 7 pois tomando ¢ = 2 temos que 5 +2=717.
Proposicao 2.21. Todo subconjunto nao vazio de N possut um menor elemento.

Demonstrac¢do. Seja S um subconjunto nao vazio de N e admita que S nao possua um menor elemento.
Vamos mostrar que S é vazio (uma contradi¢ao).

Considere o conjunto T', suplementar de S em N. Defina o conjunto I,, = {k € N: k < n} e considere
a sentenca

p(n): I, CT.

Como 0 < n para todo n, segue que 0 € T, pois, caso contrario, 0 seria um menor elemento de S.
Logo, p(0) é verdade.
Admita que p(k) seja verdade, para algum k > 0. Se k+1 € S, como nenhum elemento de I, estd em

S, teriamos que k+ 1 é o menor elemento de .S, o que nao é permitido. Logo k41 € T, seguindo dai que
Ty :IkU{k/’-‘rl}UT,

o que garante que, para todo n, I, U T; portanto, NUT U N e, conseqiientemente, T'= N e S = ) (um
absurdo).

Portanto S possui um menor elemento. [l

2.8 Exercicios
Exercicio 1. Nao existe nenhum nimero natural n tal que 0 < n < 1.
Exercicio 2. Para todo a € N temos que 0-a = 0.

Exercicio 3. Dado um nimero natural n qualquer, ndo existe nenhum numero natural m tal que n <

m<n+1.

Exercicio 4. Sejam a,b € N sea+b=0entdtoa=b=0. Sea+b=1entdoa=1oub=1. Se
a+b=2entioa=>b=1.

Exercicio 5. Sejam a,b e Nsea-b=1entaioa=b=1. Sea+b=1entioa=1oub=1. Se
a+b=2entioa=>b=1.

Exercicio 6. A relagio "menor ou igual” (<) é uma relagio de ordem (Reflexiva, anti-Simétrica e

Transitiva) em N.
Exercicio 7. Sejam a,b,c e N. a<bseeséisecat+c<b+c.a<bseeséisea-c<b-c.

Dados dois ntimeros naturais a e b com a < b, sabemos que existe um numero natural ¢ tal que

b = a + c. Neste caso, definimos o nimero b menos a, denotado por b — a, como sendo o nimero c.
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Exercicio 8. Sejam a,b,c € N. Sea <b, entioc-(b—a)=c-b—c-a.
Exercicio 9. Sejam a,b,c € N tais que a— (b—c) esteja bem definido. Mostre que a—(b—c) = (a+c¢)—b.

Exercicio 10. Sejam a,b € N com 0 < a < b. Mostre que existe n tal que na > b. Se a > 1 entdo existe

n tal que a™ > b

2.9 Construcao dos Numeros Inteiros

Considerando a equagao a +x = ¢, para a, c nimeros naturais e m uma incégnita, temos que no conjunto
dos naturais existe solugao se e sé se, ¢ > a. No entanto existem situagoes na pratica em que necessitamos
investigar a equacao a + z = ¢ com ¢ < a. Por exemplo, vocé tem em sua conta bancéria 100 reais e
sabe-se que amanha sera apresentado um cheque no valor de 120 reais, o resultado disso sabemos, fica-se
devendo 20 reais ao banco, ou seja, fica-se com um saldo "negativo”. Uma questao é, como expressar
essa situacao, sabendo que os nimeros naturais nao abarca tal situacao. Assim precisamos de um novo
conjunto numérico.

A construgao dos niimeros inteiros nao sera feita como a dos naturais onde foram introduzidos conceitos
primitivos e axiomas. Faremos essa construcao a partir dos niimeros naturais obtidos anteriormente.

Os numeros inteiros devem ser construidos de tal forma a dar sentido a expressao a — b para todo
a,b € N. Para tanto associaremos a expressdo a — b ao par (a,b) € N x N e nesse conjunto definiremos a
seguinte relagao,

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c

Proposigao 2.22. A relacdo ~ € uma relacao de equivaléncia,isto €,

1. Reflexiva: (a,b) ~ (a,b)

2. Simétrica: (a,b) ~ (¢,d) < (¢,d) ~ (a,b)

3. Transitiva: (a,b) ~ (¢,d) e (c,d)~ (e, f)= (a,b) ~ (e, f)

Demonstragio. 1. (a,b) ~ (a,b) < a+ b= b+ a Comutativa da adigdo.
2. (a,b) ~(c,d) & a+d=b+csc+b=d+a< (c,d) ~ (a,b)

3. De (a,b) ~ (¢,d) temos a+d =b+c < a+d+f=b+c+ f (1). De (¢c,d) ~ (e, f) temos
¢+ f=d+e. Assim fazendo (2) em (1) temos:

a+d+f=b+(c+f)=b+(d+e)=b+d+e

o que acarreta que a + f = b+ e < (a,b) ~ (e, f).
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Portanto essa relacao define uma particao no conjunto N x N em classes de equivaléncia. Uma classe

de equivaléncia determinada por um elemento (a,b) é denotada por (a,b) e é o conjunto,

(a,0) = {(z,y) € NxN; (z,9) ~ (a,b)}.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia de N x N é denotado por N x N/ ~ e chamado de

quociente de N x N pela relacao ~. Tal conjunto serd entendido como conjunto dos ntimeros inteiros e

denotado por Z.
Exemplo 2.23.

1. (4,2) ={(2,0),(3,1),(4,2),

3. (0,0) ={(0,0),(1,1),(2,2),

)
2. (3ﬂ 5) - {(07 2)a (17 3)a (374)ﬂ }
)
!

4. (L 5) = {(074)ﬂ (175)ﬂ (276)ﬂ

Algumas dessas classes estao representadas na Figura(2.9), onde cada classe tem uma parte no primeiro

quadrante e a outra no segundo. Lembramos que no terceiro e quarto quadrante encontram-se outras

classes de equivaléncia da relacao.

AN 3
4
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N

(O8]

[u—

Figura 1: Classes de equivaléncia da relacao ~

Observando a figura associamos algumas classes aos nimeros naturais (positivos) e outras aos nimeros

negativos, da seguinte forma:

(1,0)=0 0,1)= -1
(2,0) =2 (0,2) = —2
(3,0)=3 (0,3) = -3
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Além disso a seta na figura acima ja nos da uma possivel ordenacao dos inteiros a qual mantém a
ordenagao dos naturais. Para que tais idéias se consolidem, devemos agora definir as operacoes (adigdo e
multiplicagdo) e a relagdo ”"menor ou igual” (ordem) em Z.

Observando que gostariamos de ter 2 + (—3) = —1, isto é,

(2a0) + (0,3) = (Oa 1);

e também que (—2).(—3) = 6, isto é,

(0,2).(0,3) = (6,0);

e ainda —1 < 1, ou seja,

—
=
—
—
IN

—~

1,0).
Comecamos definindo a adigdo em Z.
2.9.1 Adicao em 7Z

Lembrando que o par (a,b) estd associado a diferenga a — b é razodvel pensar que (a,b)+ (¢,d) é (a —b) +
(¢ — d) que pode se escrito da forma (a+ ¢) — (b+ d), que por sua vez estd associado ao par (a+ ¢, b+ d).

Isso nos motiva a seguinte definigao.

Definigao 2.24. Dados os elementos (a,b), (¢,d) € Z chama-se soma o elemento definido por,

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢,c+ d).

Como se trata de soma de classes de equivaléncia e uma mesma classe pode ser representada por
diferentes elementos. Devemos mostrar que tal definicao nao depende dos representantes escolhidos para
cada uma das classes, isto é,

se

(a, b) = (0,1, bl) e (C, d) = (Cl, dl)

entao,

(a+c,b+d) = (a1 +c1,b1 +dy).

Vejamos, temos que (a,b) = (a1,b1) © a+ b1 =b+ai(1) e (¢,d) = (c1,d1) & c+di = d+ c1(2).
Usando (1) e (2) em

(a+c)+(br+d)=(a+b)+(c+di)=(b+a1)+ (d+eci) = (b+d)+ (a1 +c1),

ou (a,b) + (¢,d) = (a1,b1) + (c1 + di), assim demonstramos que a adigdo de inteiros independe do

representante da classe.
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2.9.2 Propriedades da Adicao em Z

Seja x € Z, entdo existe um par de naturais (a,b) € N x N*| sendo z uma classe de equivaléncia e (a, b)

um representante da classe.

1. Associativa: = + (y + z) = (x + y) + 2, para todo z,y, z € Z.
Prova: Considere x = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f). Assim,

4+ (y+2)=(a,b)+[(c,d)+ (e, )] = (a,0) + (c+ f,d+e)=(a+ (d+¢€),b+ (c+ [)),

usando a associatividade nos naturais, temos,

(a4 (d+e),b+(c+ f))=((a+d)+e,(b+c)+ f)=(a+d,b+c)+ (e, f) = [(a,b)+ (¢,d)]|+ (e, f) =
(x+y)+z

2. Comutativa: x +y = y + z, para todo x,y € Z.

Prova: Exercicio.

3. Elemento neutro: x + 0 =0+ z = «, para todo = € Z, sendo 0 = (0, 0).

Prova: Segue diretamente da definigao.

4. Elemento simétrico (oposto): Para todo z € Z existe y € Z tal que z +y = 0.
Prova: Veja que dado = = (a,b) entdo y = (—a, —b, pois x + y = (a,b) + (—a, —b) = (0,0) = 0.

2.9.3 Subtracao em Z

A subtracao pode ser definida a partir da adi¢ao utilizando o elemento simétrico (oposto), isto é, dados

z,y € Z entdo x —y =z + (—y).
2.9.4 Multiplicacao em 7Z

Lembrando novamente que (a,b) estd associado a a — b, temos que (a,b).(¢,d) pode ser associado a
(a—b).(c — d) que é igual a (ac+ bd) — (bc+ ad) que pode ser associado ao par (ac+ bd, bc + ad). Dessa

forma somos levados a seguinte defini¢cao para o produto:

Definigao 2.25. Dados x = (a,b) e y = (¢,d) nidmeros inteiros, chamaremos de produto de x por y o

elemento x -y definido da forma,

x -y = (ac+ bd,ad + be)

Novamente devemos mostrar que tal definicao independe do representante escolhido para a classe.
Propriedades da Multiplicagao em 7Z
Sejam = = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f) nlumeros inteiros entdo vale as seguintes propriedades em
relagao a multiplicagao de inteiros:
1. Associativa: z.(y.z) = (z.y).z
2. Comutativa: z.y = y.x

3. Elemento Neutro: z.1 = 1.z = z, sendo 1 = (1,0).

4. Lei do Anulamento do produto: x.y =0=xz=0 ou y=0.

E ainda, uma propriedade que relaciona a multiplicagao e a adigao, a propriedade
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5. Distributiva da multiplicacdo em relagao a adicao: z.(y + z) = .y + x.2
2.9.5 Relagao de Ordem em 7Z
A ordem definida em Z é semelhante a ordem definida em N e tem o sentido mostrado na Figura (2.9).

Definigao 2.26. Sejam m,n € Z, dizemos que m € menor ou igual a n, denotamos m <n, sen =m+r

para algum r € Z4,
onde Z; = {0,1,2,3,..} = {(0,0),(0,1),0,2),(0,3), ..}

Neste caso dizemos que n é maior ou igual a m e denotamos por n > m.

Daremos mais algumas defini¢oes que serao necessaria adiante.

Definigao 2.27. Um subconjunto de nimeros inteiros S # 0 € dito limitado superiormente se existir um
numero inteiro a tal que x < a para todo x € S. Se existir a € S satisfazendo a condi¢ao anterior, entao

a € dito mdximo de S.

Definicao 2.28. Um subconjunto de nimeros inteiros S # () € dito limitado inferiormente se existir um
numero inteiro a tal que T > a para todo x € S. Se existir a € S satisfazendo a condi¢ao anterior, entao

a € dito minimo de S.

Definicao 2.29. Um subconjunto de numeros inteiros € dito limitado quando € limitado superiormente

e inferiormente.
Podemos formular o seguinte teorema.
Proposigao 2.30. Todo subconjunto limitado e nao vazio de numeros inteiros possui mdzximo e minimo.

Demonstra¢dgo. Vamos mostrar que tal conjunto S U Z possui minimo.

Seja 8" = {x — k : © € S}, sendo k uma cota inferior de S, que, por hipétese, existe. Notemos que
S" # (), pois S # () e que, como k < x entdo x — k > 0 para todo = € S, ou seja, S’ UN. Logo, pelo
principio do menor ndmero natural, S’ possui minimo, digamos min(S’) = my = m — k para algum
meS.

Mostremos que m = min(S). Se x € S, entdo x — k € S’ disto temos m — k < z — k. Donde m < z,

e como m € S temos que m = min(S). O

O procedimento da demonstragao pode ser visto no seguinte situagao. Seja S = {—1,0,1,2,3}. Neste
caso, considere k = —2, por exemplo, entdo S’ = {k —z : z € S} = {1,2,3,4,5} cujo minimo é

1 =min(S’") = m — (—2), disto temos que m = —1 = min(S). (Evidente!)

2.10 Exercicios

Exercicio 11. Dado a € Z com a > 0. Mostre que a - (—1) = —a e que —a < 0.
Exercicio 12. Dados a,b € Z. Mostre que a - (—b) = —ab e que (—a) - (—b) = ab.

Exercicio 13. Dados a,b,c,d € Z. Mostre que (a—b)-(c—d) = (ac+bd)— (ad+bc) e que (a+b)-(c—d) =
(ac+ bc) — (ad + bd).

Exercicio 14. Dados a,b € Z com a-b=1. Mostre quea=b=1 oua=5b= —1.



XXIIT Semana do IME/UFG 22

Exercicio 15. Para todo a € Z. Se a®> = a entdo a =0 ou a = 1.
Exercicio 16. Mostre que todo subconjunto limitado e ndo vazio de numeros inteiros possui mdximo.
Exercicio 17. Mostre que, Para todo n € Z, o conjunto V={x €Z :n <z <n+ 1} € vazio.

2.11 Construgao dos Numeros Racionais

Nesse momento faremos a construcao do conjunto dos nimeros racionais a partir dos niimeros inteiros.

A idéia é dar sentido a expressao P para todo p € Z e q € Z*. Seguindo a mesma idéia na construcao
q

dos inteiros, associaremos a expressao P a0 par (p,q) € Z x Z*, onde Z* = {x € Z;x # 0}. Definiremos
nesse conjunto a seguinte relagao,

(a,b) ~ (¢,d) & a.d =b.c
Proposigao 2.31. A relacdo ” ~ 7, definida acima, € uma rela¢do de equivaléncia.

Demonstracdo. Devemos mostrar que valem as propriedades: Reflexiva, Simétrica e Transitiva.

a) Reflexiva: (a,b) ~ (a,b) pois a.b = b.a.
b) Simétrica: (a,b) ~ (¢,d) & a.d =b.c & c.b=d.a < (¢, d) ~ (a,b).

c¢) Transitiva: Temos que

(a,b) ~ (¢,d) & ad=bcsadf=bc.f (1)

(c,d)~(e,f) = cf=desbef=0bde (2)

De (1) e (2) temos
ad.f=bde<a.f=be<s (a,b)~ (e f).

O

A relagdo ~ determina no conjunto Z x Z* uma particdo em classes de equivaléncia. Cada par

(p,q) € Z x Z* determina uma classe de equivaléncia indicada por g ={(z,y) € Z X Z*;(x,y) ~ (p,q)}

Exemplo 2.32.

. %: {(1,1),(2,2), (3,3), ..}
. %: ((1,2),(2,4), (3,6), ..}
. % — {(3,1),(6,2), (9,3),...}

O conjunto de todas essas classes é chamado de quociente de Z x Z* pela relagao ~, denotado por
Z x 7| ~. Tal conjunto serd designado por conjunto dos niimeros racionais e denotado por Q.

Graficamente essas classes sao dadas por:
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Figura 2: Classe de equivaléncia

Novamente temos uma possivel ordenacao para essas classes. Observe também que as classes de
equivaléncia que formaram os niimeros inteiros se mantinham a uma ”distancia” fixa. Enquanto que essas
tem classes muito ”préximas”’umas das outras. Vamos, nesse momento, definir as operacgoes e a relagao

de ordem de Q

2.11.1 Adigao em Q.

p

Definicao 2.33. Sejam a = —,b = = € Q. Chama-se soma de a com b e indica-se por a+b o elemento

de Q definido por:

m
n

m n mq+n
a -+ b — _q + _p — M
ng ng ng
Devemos mostrar que tal definicao independe dos representantes escolhidos para as classes a e b. O
) . m _m p_p -
que € verdade, pois se a = — = — e b == = =, entao
n n q q

mn' =nm' e p.q =qp
Multiplicando a primeira igualdade por q.¢’ e a segunda por n.n’, somando membro a membro e agrupando
obtemos,

(mq + pn)n'q’ = nq(m'q’ + p'n’)

portanto,
mq + pn _ m’q’+p’n’

nq nlql

Propriedades da Adicao

1. Associativa: (a +b)+c=a+ (b+¢),Va,b,c € Q

2. Comutativa: a +b=>b+a,Va,b € Q

3. Elemento Neutro: a + 0 =0+ a,Va € Q onde 0 = %,n ez

4. Elemento Simétrico(oposto): Va € Q,3—a € Q; a+(—a)=0

Exercicio 18. Provar as propriedades acima.



XXIIT Semana do IME/UFG 24

2.11.2  Multiplicagao em Q

Definigao 2.34. Sejam a = @,b . € Q. Chama-se produto de a com b e indica-se por a.b = ab o
n q
elemento de Q definido por:

m
ab="2
ng
Novamente devemos mostrar que tal definicao independe dos representantes escolhidos para a e b.
Sejam
I
m m
—=— % m.n’ =n.m’ (3)
n n
e
/
p_ D
—==opd=qp (4)
q q

Multiplicando (3) por (4), temos

m.p m.p

(mﬂﬁwdbﬂwmﬁwﬂﬂﬁWwﬂﬂdﬁﬂnwhﬂﬂﬂﬁ;g=nw,

Ou seja, a multiplicacao de dois niimeros racionais independe dos representantes de classe.
2.11.3 Propriedades da Multiplicagao

1. Associativa: (ab)c = a(bc),Va,b,c € Q

2. Comutativa: ab = ba,Va,b € Q

3. Elemento Neutro: a.1 = 1.a,Va € Q onde 1 = %, n ez

4. Elemento Simétrico(inverso): Va € Q*,Ja~ 1 € Q; aa'=1

5. Distributiva: a(b+ ¢) = ab+ ac,Va,b,c € Q
Exercicio 19. Provar as propriedades acima.

2.11.4 Relagao de Ordem em Q

Observe que Va € Q podemos escolher um representante a = % de tal forma que g > 0.

Exemplo 2.35.

-2 2

o — = —
-3 3
2 -2

¢ — = —
-3 3

Definigao 2.36. Sejam a = m,b _ P € Q onde n e q sao estritamente positivos. Nessas condigcoes
n

diz-se que a € menor ou igual a b se mq < np (Relag¢do de ordem em 7).

Exemplo 2.37.

-2 2
3 pois —2.3 < 3.2

.
|
IA

<22 i 5.3 < 7.(-2)
o — —_— —o. (=
7_3,])07,5 =~

Veja na Figura (2) como as classes ficam ordenadas.
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2.12 Existem nuimeros nao Racionais

Os pitagoéricos entediam que o sagrado mistério da ciéncia tinham o seu centro na matematica, isto é,
no estudo dos nimeros (racionais). Como relacionavam nimeros as grandezas geométricas (segmentos)
pensavam que estes se reduziam as coisas (res:realidade) & unidade e ao ponto. Assim consideravam os
nimeros como elementos de todas as coisas.

A tese pitagérica de que as coisas (res) sdo nimeros, isto é, todas as coisas(res) tém um nidmero
(formado por unidades) e que sem os nimeros nada se pode conceber ou compreender; resumidamente
diziam eles, os ntimeros sao a esséncia de todas as coisas.

O nome de Pitdgoras permanece associado a uma importante relagao numérica que demonstrou haver
no triagulo retagulo: area do quadrado sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados sobre
cada cateto.

No entanto, usando dois conhecimentos pitagéricos: 1) de que todas as coisas(res) podem ser expressas
por um ndmero (racional); 2) o teorema de Pitdgoras. Leva-nos a uma incompatibilidade, vejamos:
Considere o quadrado de lado 1(uma) unidade e aplicando o teorema de Pitdgoras encontramos que sua
diagonal(d) pode ser expressa pela relagiao d? = 12 + 12, ou seja, d* = 2.

Surge entao no interior da comunidade pitagdrica a pergunta: qual ntmero (racional) cujo quadrado
é 27 Este problema, aparentemente, foi resolvido pelos pitagéricos, para o desespero da comunidade.

Para resolvermos o problema: existe um nimero racional % cujo quadrado é 2?7 Utilizaremos o método
“redugao ao absurdo”que consiste em admitir que tal solugao exista e analisar as conseqiiéncias de tal

afirmacao.

P 2

Admita que exista um nimero racional %, irredutivel cujo quadrado € 2, isto €, (5)2 = 2 assim p? = 2¢
o que podemos concluir que p? é par e equivalentemente p é par, assim podemos escrever p = 2k, para
algum inteiro k. Substituindo p por 2k obtemos 4k? = 2¢2, simplificando a equacdo obtemos 2k? = ¢2.
Assim obtemos, novamente, que g2 é par e por conseqiiéncia ¢ é par. Contrariando nossa hipétese de
que o numero racional % seja irredutivel, assim somos obrigados a concluir que nao existe um ntmero
racional cujo quadrado seja 2. Esta foi uma das primeiras crises(fraqueza) da comunidade pitagérica.
Outro fato que revelou mais uma crise(fraqueza) na comunidade pitagdrica foi a teoria da existéncia da
menor grandeza geométrica (ménada) e que toda grandeza geométrica era formada por uma quantidade
ilimitada de moénodas. A aceitacao de tal fato leva-nos a um absurdo, a nao explicacao racional do

movimento, fato observado por Zenao de Eléia.
Exercicio 20.
1. Mostre que /3 ndo € racional.
2. Mostre que \/p nao € racional, sendo p primo.
3. Mostre que log2 nao € racional.
2.12.1 Como obter exemplos de nimeros nao-racionais
Apresentaremos uma maneira de se obter niimeros irracionais (ndo-racionais) a partir do seguinte teorema:
Teorema 2.38. Considere a equagao polinomial com coeficientes inteiros

ant™ + ap_12" '+ .. tax+ag=0 (5)
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Se esta equacao possuir uma raiz racional irredutivel g. Entao p é divisor de ag e q divisor de ay,.

Demonstracao. Seja % irredutivel e raiz de (5), entao,

p

an( )"+an_1(5)"—1+...+a1( )+ ag = 0. (6)

ISE k-]
Q3

Multiplicando ambos os membros dessa equacao por ¢", obtemos,
anp” + an_1gp" " + ..+ a1pg" " + aog" =0, (7)
que pode ser escrita da forma
a0q" = —p(anp™ t + an_1p" " 2q+ ... +a1q" ). (8)
Portanto p é divisor de agq™. Mas p nao é um divisor de ¢". Entao p é divisor de ag.
De maneira anéloga, podemos escrever a equacao (7) da forma
anp” = —q(an1p" "+ an2p" g+ ..+ a1pg"? + aog" ). 9)

Portanto ¢ é divisor de a,,p"™. Como g nao é divisor de p™. Concluimos que ¢ é divisor de a,,. Completando
a demonstragao.

Com esse teorema podemos demonstrar a irracionalidade de véarios nimeros.

Exemplo 2.39. O nimero V2 é irracional.
Solugao: 2 € raiz da equacio

2% —2=0. (10)

Observe que se tal equagdo polinomial tiver uma raiz racional irredutivel %, teremos que p € divisor de
2 e q € divisor de 1. Portanto as possibilidades sao p = 1,—1,2,—2 e ¢ = 1,—1. Concluimos que as
possiveis raizes sao 1,—1,2 e — 2. Mas essas ndo sdo raizes da equagdo (10), como se pode verificar

diretamente; as igualdades

sao todas falsas.

Portanto a equacio 10 nao possui raiz racional, de modo que v/2 € um nimero irracional.

Exemplo 2.40. O numero V2 + /3 € irracional.
Solucgao: Construiremos um polinémio que tem tal nimero como raiz e mostraremos que tal polinomio

ndo tem raiz racional usando o Teorema (2.38). Fazendo
z=V2+3.
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
> =2+ 2V2V3+ 3,

reorganizando os termos, temos
2? —5=2V6.
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FElevando novamente ao quadrado, obtemos
zt —102% + 25 = 24,

ou

z* — 102 +1=0. (11)

A equagdo 11 foi construida de tal forma que /2 + /3 € uma de suas raizes. Aplicando o Teorema 2.38,

concluimos que a equagao (11) ndo tem raizes racionais, portanto V2 + /3 € irracional.

Exercicio 21.
1. Provar que se p € primo entdo \/p € irracional.

2. Verifique se \/\/3 + /2 € ou ndo irracional.

Exemplo 2.41. Surpreendentemente o niumero {'/2 — 5+ %/2 + /5 € racional.
Solugao Fazendo x = \3/2 —V5+ \3/2 + /5. Elevando ao cubo ambos os membros e fazendo as algumas

simplificacoes teremos,

73(\3/2—\/5+ </2+\/5):x374

isto €,

2 4+3-4=0

portanto o numero \3/2 —V5+ \3/2 + /5 € uma raiz real da equagio polinomial acima. Mas tal equacdo
polinomial pode ser escrita da forma

(x —1)(2? + 2 +4) =0 cuja dnica raiz real é x = 1. Concluimos que,

{/ 25+ \/ 2+V5=1
e portanto racional.
Exercicio 22.
1. Mostre que se a e b sao numeros racionais, entao o numero %(a +b) € racional e estd entre a e b.
2. Prove que entre dois niumeros racionais existem infinitos numeros racionais.

3. Prove que nao existe numero racional q cujo quadrado seja igual a p, sendo p primo.

4. (Vestibular UFG/2003) Demonstre que 3/20 + 14v/2 + /20 — 142 ¢ um inteiro mailtiplo de 4.

Os numeros que sao raizes de equagoes polinomiais com coeficientes inteiros sao chamado de niimeros
algébricos. Portanto os numeros irracionais obtidos anteriormente sao algébricos. Liouville, em 1851,
estabeleceu a existéncia de nimeros irracionais nao algébricos. Tais nimeros sao chamados de transcen-
dentes. Exemplos desse ntimeros sao 2‘/5, m, log2 e 2302010”!. O dltimo é conhecido como ntmero de
Liouville e a demonstracao de que se trata de um nimero transcendente pode ser encontrada em [2].

Podemos dividir os reais em:
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/ Racionais
Algébricos
\> Irracionais

Reais
\Transcendentes — Irracionais

Figura 3:

/ Transcendentes
Irracionais
\> Algébricos

\> Racionais ————» Algébricos

Figura 4:

Reais

2.12.2 Representacao decimal dos racionais

Outro modo de obtermos exemplos de niimeros nao-racionais é observar a representagao decimal de um
namero racional. Provando que a representacao decimal de um ntimero racional é finita ou é uma dizima
periddica (veja [4]) e admitindo que toda dizima representa um nimero. Temos uma fabrica de exemplos

de ntimeros nao-racionais. Vejamos alguns;

1) 0,01001000100001...
2) 0,1234567891011121314...

3) 0,10110111011110...

2.13 Conjuntos Limitados

No conjunto dos niimeros racionais subconjuntos limitados podem nao ter maximo e ou minimo, veja os

exemplos.

Exemplo 2.42.

1. 51 = {%,n € N*} nao possui minimo.

" ~ . .. ..
2. Sy = {(n+)1 n;n € N} ndo possui mdximo nem minimo.

3. 83 ={(1- %)”,n € N*} nao possui mdzimo.

4. Sy ={ao =2,an = 3(an—1 + );n € N} ndo possui minimo.

An—1
Definiremos o que vem a ser infimo e supremo de um conjunto.
Definigao 2.43. Seja S C Q com S # (. Dizemos que A € uma cota superior de S se A > x,Vx € S

e nesse caso S € limitado superiormente. A menor das cotas superiores, caso ezista, é dita supremo do

conjunto S.
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Definicao 2.44. Seja S C Q com S # (. Dizemos que X é uma cota inferior de S se A < x,Vo € S
e nesse caso S € limitado inferiormente. A maior das cotas inferiores, caso exista, € dita infimo do

conjunto S.

Surge entao as seguintes questoes. Todo conjunto limitado inferiormente possui infimo? Todo con-
junto limitado superiormente possui supremo? No conjunto dos nimeros racionais a resposta para tais
perguntas é nao. Pois para certos conjuntos como Sy acima o infimo é um nimero que tem o quadrado
igual a 3, e ja vimos que esse nimero nao é racional. Tal problema é resolvido quando se constréi o

conjunto dos nimeros reais, que faremos agora.

2.14 Numeros Reais

Na construcdo dos nimeros Reais, seguiremos o processo de Dedekind. A preocupacdo de Dedekind
com o problema dos nimeros irracionais, e por conseqiiéncia com a continuidade, comegou em 1858
quando ministrava aulas de cdlculo. Até entdo no conceito de limite usava como guia apenas a geometria,
Dedekind achava que tal estudo deveria ser desenvolvido através do uso da aritmética, desejava que
fosse rigoroso. O que hé na grandeza geométrica continua que a distingue dos ntimeros racionais? Sua
preocupacao era com a obtencao de uma defini¢ao para a ”esséncia da continuidade”.

Leibniz achava que a ” continuidade” de pontos sobre uma reta era consequéncia da sua densidade, isto
é, do fato que entre dois pontos quaisquer sempre existe um terceiro. Porém os ntimeros racionais tém
esta propriedade, no entanto nao formam um ”continuum”.

Dedekind buscou inspiracao para sua definicao de continuidade na reta, melhor exemplo de continuo
para ele. Observou que cada ponto da reta determina uma decomposi¢ao da mesma em duas partes
de tal natureza que todo ponto de uma delas estd a esquerda (precede) de todo o ponto da outra. A
correspondéncia entre decomposi¢ao em duas partes com tais propriedades e o ponto de separacao levou

Dedekind a dar a seguinte definigdo para nimeros reais:

Definigao 2.45. Sejam A e B subconjuntos ndo vazios de Q, com AU B = Q e tais que todo elemento
de A € menor (precede) que todo elemento de B. Nessas condig¢des o par (A, B) é denominado nimero

real.

Assim como os numeros inteiros foram definidos como pares de naturais, os racionais como pares de

inteiros, teremos os reais como pares de conjuntos. Vejamos alguns exemplos;

Exercicio 23.
1. A={z€eQ;z<3} e B={reQ;z>3}.
2. A={zeQuz<3z}eB={zecQuz> 3}
3. A={reQu;22<2}UQ_ e B={x € Q;2% > 2}

Os primeiros dois exemplos mostram que temos uma cépia dos racionais contida nos reais, pois cada
racional determinar um corte, isto é, um nimero real. Porém temos corte que nao sao determinados por

racionais, como € o caso do terceiro exemplo. Esses novos niimeros sao os irracionais.
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2.14.1 Cortes: Propriedades

Apo6s a definicao, levada pela intuicdo de continuidade, faz-se necessario um estudo desse novo conjunto,

nos mesmo termos que foram estudados os conjuntos anteriores.

Teorema 2.46. Em um corte (A, B) ndo podemos ter, simultaneamente, um maior elemento em A e

um menor elemento em B.

Demonstragdo. Suponha que isso ocorra. Seja a o maior elemento de A, e b 0 menor elemento de B.
Entao, pela defini¢ao de corte a < b. Nesse caso o nimero racional %(a—i—b) é maior que qualquer elemento
de A e menor que qualquer elemento de B, e %(a—i—b) nao pertence a A e nem a B contrariando a definicao

de corte. Concluindo que o méximo de A e o minimo de B nido podem ocorrer simultaneamente. O

Por outro lado podemos ter mdximo ou minimo em um dos conjuntos. Como, num corte (4, B), o
méaximo de A, caso exista, é o elemento que colocado em B sera seu minimo. Identificaremos os corte
em que apenas esse elemento tenha sido transferido de um conjunto para o outro. Desta forma o corte
A={re€Q;z <3} e B={x € Q;z > 3} determina 0 mesmo nimero que o corte C = {z € Q;x < 3}
e D = {x € Q;x > 3}. Nesse texto, para evitar delongas com casos particulares, sempre que o elemento

de separagdo de (A, B) for um nimero racional o incluiremos em A.

Definigao 2.47. Diremos que o nimero real (A, B) € menor ou igual ao nimero real (C, D) se, e somente

se, A C C. Denotaremos por (A, B) < (C, D)

Exemplo 2.48.  Seja (A, B) dado por A ={z € Q;z < 2} e B={z € Q;z > 2} ¢ (C,D) dado por
C={zreQz<3}eD={xeQua>3} Neste, comoAC C, temos que (A, B) < (C,D).

Definiremos a soma e o produto de dois conjuntos da seguinte forma;
A+B={x+y;x €A e ye B}

AB={zy;x€A e yeB}

—A={—xz;2 € A}

O objetivo agora ¢é definir as operagoes no conjunto dos niimeros reais. Iniciaremos pela soma.

Definicao 2.49. Sejam (A, B) e (C, D) nidmeros reais, sua soma é o nimero real (A+ C, B+ D) que é
denotado por (A, B) + (C, D).

O par (A+ C, B+ D) é um niimero real, pois todo elemento de A+ C precede todos os elementos de
B+ D. Além disso A+ C e B+ D sdo conjuntos nao vazios com a propriedade (A+C)N(B+ D) =0e
(A4 C)U (B + D) = Q. Prove essas afirmacoes (Use o fato A C C ou C C A).

Exercicio 24.
1. Mostre que o nimero real (Q_, Q%) € o elemento neutro da adigdo.
2. Mostre que o nimero —(A, B) = (—B,—A) € o oposto de (A, B).
3. Prove que a adi¢do é comutativa e associativa.

Diremos que um ntmero real (A, B) é positivo se (Q—,Q%) < (A, B). Serd chamado de nimero

negativo se (A, B) < (Q_,Q%).
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Definigao 2.50. Dados (A, B) e (C, D) niimeros reais positivos. Seu produto é o nimero real ((B.D)¢, B.D)
denotado por (A, B).(C, D).

Exercicio 25.

1. Defina, a partir do caso anterior, como deve ser o produto de numeros reais em que pelo menos um

nao € positivo.

2. Mostre que o nimero real (A, B), dado por A = {z € Q;x <1} e B = A® ¢ o elemento neutro da

multiplicacao. example
8. Prove que a multiplicagao € comutativa e associativa.

A principal questao que a formalizacao dos niimeros reais pretende responder é a de que todo conjunto

nao vazio e limitado de nimeros reais possui infimo e supremo. O teorema a seguir garante esse resultado.

Teorema 2.51. Todo subconjunto nao vazio e limitado de niumeros reais possui supremo e infimo.

Demonstragao. Seja {(A;, B;)}, i € I, um conjunto limitado e néo vazio de ntimeros reais. Entdo os
ndmeros reais (UA;, (UA;)¢) e ((UB;)¢, UB;) sao supremo e infimo respectivamente. Inicialmente devemos
provar que se trata de niimeros reais. Temos que UA; # ), pois é a unido de conjuntos nao vazios. Sendo
o conjunto {(A;, B;)} limitado, existe (C, D) tal que (A;, B;) < (C,D) para todo i € I, isso mostra
que UA; # Q. Além disso a unido de UA; com (UA;)¢ é o conjunto de todos os racionais. Dado
z € UA; ey € (UA)® = NAY = NB;. Temos que x € A; para algum j e y € B;, o que mostra que
precede y. Concluimos que (UA;, (UA;)¢) é um corte. E uma cota superior do conjunto {(A;, B;)} pois
A, C UA,;. E, sendo (C, D) outra cota superior, temos que A; C C para todo i € I, logo UA; C C,
ou (UA4;, (UA;)¢) < (C, D). Isso mostra que (UA;, (UA;)¢) é o supremo do conjunto. De forma andloga

podemos mostrar que ((UB;)¢ UB;) é o infimo do conjunto. O

O conjunto A€ é o complementar de A em Q.
Esse resultado nos permite provar que se uma seqiiencia de nimeros reais é monétona e limitada entao
converge para um numero real. Isso é o que da sentido a qualquer dizima, como aquelas que comentamos

quando falamos da representacao decimal de um ntimero racional.
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MC2 - Alguns Problemas Interessantes em Probabilidade
Fabiano F. T. dos Santos
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E-mail: fabianoftds@yahoo.com.br

Pretendo apresentar neste mini-curso alguns problemas envolvendo teoria das probabilidades. Apre-
sentarei problemas que podem ser resolvidos através de técnicas da probabilidade geométrica, como o
famoso problema da agulha de Bujffon; serao apresentados também, problemas que envolvem o uso

de permutagoes cadticas, como o problema do amigo oculto, por exemplo.
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A sociedade estd passando por diversas transformagoes, desenvolvimento de novas tecnologias e a
escola nao pode ficar fora destas mudangas. Entretanto, aplicar e acompanhar estas transformagoes
na sala de aula tem sido um desafio para o professor, em especial, para o professor de Matemética. O
ensino essencialmente conteudista, distante das aplicagoes e do contexto social, apesar de extensas criticas
recebidas por diversos autores da area, ainda tem presenca significativa nas salas de aula. Esse modelo
foi e esta sendo contestado por propostas que tentam modificar essa situagao e relacionar o cotidiano do
aluno aos contetidos abordados em sala.

Neste contexto, a Modelagem Matematica tem sido apresentada como uma tendéncia em Educagao
Matematica que sugere a interdisciplinaridade, a resolucao de problemas do cotidiano e a contextualizacao
como focos no processo de ensino-aprendizagem. Segundo BARBOSA em [2], a Modelagem vem sendo
vista como um dos ambientes de aprendizagem para o ensino de matemética que, de um modo geral,
consegue utilizar de idéias ou métodos matematicos para a compreensao e resolucgao de situagoes-problema
de diversas dreas. Neste ambiente, o aluno é estimulado a pensar, investigar e compreender fené6menos
relacionados ao seu cotidiano. Assim, esta tendéncia é uma forma de explicitar tais fendmenos por meio
da linguagem matemadtica, ou seja, através da modelagem é possivel abstrair a esséncia matemética de
problemas do dia a dia com criatividade e interesse por parte do aluno. Portanto, através da modelagem é
possivel desenvolver no aluno a capacidade de elaborar estratégias para enfrentar uma situagao-problema
e, além disso, desenvolver competéncias no que tange a comunicagao, as relacoes interpessoais, o trabalho
em equipe, que muitas vezes sao deixadas de lado nas aulas de matematica.

BIEMBENGUT em [3], BURAK em [5] e CALDEIRA em [6] propoem a modelagem como um método
de ensino que parte dos interesses dos alunos, buscando com isso o gosto pela aprendizagem, tornando-a
prazerosa, significativa e contextualizada. Para [4], ”a modelagem matemédtica pode tornar-se caminho
para despertar no aluno interesse por assuntos de matematica”. Portanto ao modelar um problema, o
aluno devera usar o conhecimento matematico adquirido, investigar o fendmeno, fazer novas perguntas e
tentar respondé-las, estimular sua imaginacao e pesquisar referéncias apropriadas a situagao.

A Modelagem Matemadtica, além de ser vista como um agente facilitador da aprendizagem em Ma-
tematica, é uma excelente ferramenta para se trabalhar a interdisciplinaridade das areas. Além disso,
as atividades podem ser direcionadas para proporcionar uma aprendizagem voltada para a cidadania,
buscando formar um cidadao critico, reflexivo e participante da sociedade em que vive.

Temos como objetivo apresentar esta tendéncia de pesquisa em Educagao Matematica neste mini-
curso, mostrando aos participantes como esta pode ser articulada entre as disciplinas. Além disso,

desenvolveremos exemplos que serao representados por modelos matematicos para o ensino de matemaética
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da educagao bésica, buscando temas que promovam o desenvolvimento de competéncias que qualificam o

aluno da educacao béasica ao exercicio da cidadania e contribui para que ele possa superar as dificuldades

encontradas ao aprender matematica e tenha, com isso, uma aprendizagem mais significativa.
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MC4 - Matematica Algumas Vezes Aplicada
Luciana Aparecida Elias
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Uma pergunta que sempre acompanha um professor de graduagao no curso de Matem &tica e prin-
cipalmente em outroscursos que utilizam a Matematica como ferramenta : “Para que serve isto?”. Em
contrapartida, encontrar respostas criativas sempre foi um momento de descontragao em muitos curriculos
de pesquisadores, professores e/ou estudantes. Para os alunos de Matemética, muitas vezes, sdo imbuidos
pensamentos de que tal pergunta é um paradigma inquebrantavel. Muitos estudos ainda sao, mas alguns
nao sao e nao deixam de ter Matematica e nao deixam de ter os seus mistérios e dialéticas préprias.

Este minicurso objetiva obter algumas respostas concretas para tal questdo. Através de exemplos,
as vezes canodnicos, de aplicagoes divididos em trés dreas: ciéncias agrarias, ciéncias humanas e ciéncias
exatas, esta ultima dando enfoque a Fisica e a prépria Matematica esperamos que o participante deste
minicurso satisfaga alguns anseios de aplica¢oes de Célculo (derivada, fungoes), Algebra Linear, e alguns
ramos da Geometria Euclidiana, utilizando o plano cartesiano e n ao Euclidiana, culminando no avango

da Cosmologia posterior ao entendimento deste tipo de geometria.
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MC5 - Analise dos parametros de controle em pesquisas de
intengao de votos/ Controle Estatistico de Qualidade - Controle
on-line de processos: uma abordagem economica para contagem

do niimero de nao-conformidades na amostra via modelagem

probabilistica

Renata Mendonca Rodrigues

UFRN - PPGMAE / CCET Campus Universitério - Lagoa Nova
CEP 59.072-970, Natal - RGN

E-mail: renata_mat@hotmail.com

(a) E objetivo neste trabalho apresentar uma abordagem geral sobre o conceito de Pesquisas e os
procedimentos utilizados para a realizacao das mesmas bem como uma abordagem sobre o controle es-
tatistico na divulgacao dessas pesquisas de modo a facilitar a compreensao dos parametros de controle
apresentados pelos institutos de pesquisa. Adicionalmente, é apresentada uma anélise critica dos resulta-
dos obtidos nas andlises dos dados dos parametros divulgados por trés institutos. A andlise desses dados
foi feita a partir de algumas pesquisas de intencoes de votos para a eleicao para prefeito do municipio de
Goiania em 2004.

(b)O procedimento usual de controle on-line de processo por atributos consiste em inspecionar um
item a cada m itens produzidos. A idéia é a de utilizar um sistema de controle baseado no ntimero de
nao-conformidades do item inspecionado. Através das propriedades de uma cadeia de Markov ergética,
obtém-se uma expressao analitica do custo médio do sistema de controle, que pode ser minimizada por
dois parametros: o intervalo entre inspecoes e o limite superior de controle do gréfico do niimero de

nao-conformidades no item inspecionado.
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MCE6 - Classificagcao dos Pontos Singulares no Plano
Alysson Tobias Ribeiro da Cunha, Marcos Leandro Mendes Carvalho

UFG - Campus Avangado de Jataf
75803-005, Jatai - GO

E-mail:

3.15 Introducgao

As Equacoes Diferenciais Ordinarias tém sido objeto de estudo em diversas areas do conhecimento, entre
elas a fisica, com a lei de resfriamento de Newton, e a Lei de Torricelli. Na Biologia temos como aplicacao
o crescimento populacional e eliminagao de drogas. Na Quimica temos o decaimento radioativo. Na
matematica financeira temos os Juros compostos.

Para tal estudo faz-se necessdrio o conhecimento sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, em
particular os pontos singulares destes sistemas, base fundamental para o estudo de campos vetoriais
nao-lineares.

Neste trabalho classificaremos os pontos singulares no Plano de sistemas de Equagoes Diferenciais
Lineares, para tal, faz-se necessario o conhecimento de Célculo Diferencial e Integral de uma Variavel e

Algebra Linear!.

3.16 Definicoes e Notagoes

A seguir estabeleceremos algumas notagoes. Ao longo do texto
x
T = i denotarad a derivada de xz € R™, em relagdo ao tempo t. Os vetores de IR"™ serao escritos

na forma de matriz coluna

T1
€2
T = .
Tn
Assim temos P
X1 :
£ o
1) :
dx dat T2
dt . )
dxy x.n

dt

e o sistema
T1 = G11T1 + G12T2 + ... + A1 Ty
$'2 = a211 —+ ag2x2 4+ ...+ aonTn
Ty = Qn1T1 + QnaTs + ... + Gpnn

pode ser escrito na forma matricial

T a1 a2 ... Qip T
€2 a1 Qa2 ... Q2np ]

= )
x.n an1 an2 v Qpp Tn

ITrabalho financiado pelo PROAPI/CAJ/UFG
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ou ainda

T = Ax,

onde z € R"™ e A é a matrix n x n acima. Suponha que A é uma matriz diagonal, isto é A = (ai;j)nxn

onde a;; =0, se i # j. Entao por notagao
A= diag[au, ceny ann].

Definicao 3.52. Chamamos de retrato de fase do sistema anterior ao conjunto de todas as suas solugoes

em IR™.

Exercicio 26. Considere o sistema

Este sistema pode ser escrito na forma

onde

Note que A = diag[l,—1]. Assim o sistema anterior é um sistema nao-acoplado. A solugdo geral deste

sistema € dado por z1(t) = c1et e xa(t) = cae™t. Podemos escrever também como

onde ¢ = x(0) = (1(0), z2(0)).

O retratos de fase do deste sistema encontram-se representado na Figura 5.

T

Figura 5: Retrato de Fase no Plano.

Exercicio 27. Um exemplo de sistema linear no espaco € dado por

56.1 =T
$'2 = —21‘2
.1:3 = X3

Sua solugdo € dada por x1(t) = cret, zo (t) = coe™ 2t e g t) = czel. Note que esta solucdo pode ser escrita

na forma
e 0 0
r=|0 e 0 |
0 0 &

onde ¢ = x(0) = (21(0), z2(0), 23(0)). Na Figura ?? construimos o retrato de fase do sistema acima
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Figura 6: Retrato de Fase no Espaco.

Exercicio 28. FEncontre a solugdo geral para os sequintes sistemas e descreva os seus retratos de fase.

a) { 56.1 = 73561

1:2 = T2
b) 56.1 = 41‘2
1:2 =T
1:1 =
C) 1:2 = X2
1:3 = I3
1:1 = —TT1
d) 1:2 = —XT2
,fg = I3

Sugestao para o item b): derive uma das equagoes e transforme o sistema numa equagao diferencial linear

de sequnda ordem, daf resolva pelo método do fator integrante (Veja 2)
Exercicio 29. Determine a solu¢do geral para o sistema linear
{ r1 = axy
Ty = X9.
Esboce seu retrato de fase para o > 0, « < 0 e «a = 0. Note que quando a > 0 o sistema tem uma

certa estrutura qualitativa e quando o < 0 tem outra estrutura diferente, dessa forma o = 0, representa

o “divisor de dguas”entre dois comportamentos do sistema.

Exercicio 30. Encontre a solugao geral do sistema
T = Ax,

onde A = diag[A1, A2, ..., An]. Quais sao as condi¢des sobre os autovalores Ay, ..., Ay, para que lim;_, o x(t) =

0, para toda solugcao do sistema?

3.17 Diagonalizagao da Matriz A

Utilizando técnicas de diagonalizagao da matriz A podemos transformar o sistema linear acoplado
T = Ax,

noutro sistema linear nao-acoplado.
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Teorema 3.53. Suponha que a matriz n X n A tenha os autovalores reais e distintos A1, ..., \n. Entdo
qualquer conjunto de autovetores correspondentes {v1,...,vn} forma uma base para IR™, a matriz P =
[v1, ..., U] € invertivel e

P7YAP = diag[\1, ..., \a).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada por exemplo em [6] ou [7]. A seguir, vamos reduzir
o sistema (1) para um sistema nao-acoplado, utilizando o ultimo teorema. Seja P, a matriz do teorema
e considere a mudanga de coordenadas

y=P 'z

Logo
g=P i =P 1Az =P tAPy.

Dai pelo teorema anterior temos

g = diag[A1, ..., An]y.

Este sistema tem a solugao

y(t) = diagle™’, ..., e "]y (0).

Como y(0) = P~1z(0), temos
x(t) = Pdiag[\y, ..., \n] P~ 2(0).

Exercicio 31. A seguir, resolveremos o sistema

.1:1 = —2
-%:2 =z + 22,

diagonalizando a matriz A. Neste caso temos

-1 0
=[5
sendo que A1 = 1 e Ay = —1 sdo os autovalores e v1 = (0,1), vy = (1,7%), 0s correspondentes
autovetores. Assim i
fo 1 o [12 1
P‘[1 1/2} eP=1 0]
Temos ainda
4 12 1) -1 0][O0 1 ] _[1 0] .
prAP = { ool 1|1 —12] T o 1| T el
Portanto, fazendo a mudanca de coordenadas y = P~1x temos
y = diag[A1, Aoly, .. y(t) = diagle’, e7y(0).
Pondo x(0) = (c1,c2) obtemos
.t o1 et 0
x(t) = Pdiagle’,e '[P 2(0)=| , .-+ , |z(0).
e — N (&

Isto ¢

t

r1(t) = cre”" e xa(t) = (c1 + ca)e! — C—lef .
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Figura 7: Retrato de Fase pela mudanca de coordenadas.

Definicao 3.54. Seja A uma matriz nxn com k distintos autovalores negativos A1, ..., A\ e n—k distintos

autovalores positivos Ng41, ..., An. Se {v1,...,0n} sGo 0s correspondentes autovetores, entdo os subespagos
E?® = Span{vy, ..., v, }
E" = Span{vit1, ..., Un },
sao chamados subespagos estavel e instdvel, respectivamente.
Exercicio 32. Resolva o sistema

T1 = 221 + 22
Ty = T1 + 222

e faca seu retrato de fase nos sistemas x ey = P~ 'z, onde P é a matriz dada pelo teorema anterior e
2 1
1 2
Exercicio 33. Seja A uma matriz n X n, com autovalores reais e distintos. Encontre condigdes ne-
cessdrias, e suficientes, para que
lim¢_,oo z(t) = 0, onde x(t) € solugdo de & = Ax.
3.18 Exponencial de Operadores
Seja L(R™) o espago de todos os operadores lineares T : R™ — R™.
Definicao 3.55. Seja T € L(R™), entao a norma de T ¢ definida por
T = max|g <1 [T ()]
Aqui estamos denotando |z| = /2?2 + ... + 22, se z € R™.
Exemplo 3.56. Sejam T,S € R™ entdo
a) |T|>0e||T||=0<T=0.
b) [T = KT,V k € R.
) IT+ S|l < (17| + [IS]]-

Definicao 3.57. Dizemos que a seqiiéncia de operadores Ty, € L(R™) converge para um operador T €
L(R™), com k — o, se

lim [T, =T = 0.

FEscreveremos limy_,oo T = T.
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Proposicao 3.58. Sejam T,S € L(R™ e x € R", entdo
a) [Tx| < [Tzl
b) TS| < [[TI[[S]]-
c) ||IT*|| < IT||*, ¥VEk=0,1,2,..

Prova: a) A desigualdade é verdadeira se x = 0. Se x # 0, defina u = z/|z|. Entao pela definigdo de
|IT||, obtemos
T
Tl 2 [Tuf = 27 = [Tl < ||z

b) Seja |z| < 1, entdo da parte a) temos
[ T(Sx)| < T[Sz < [[TIHIS[Hel < ITHIS]-

Logo
1T = maxq <[ TS ()| < [T S]]

Um resultato fundamental para a definicao de exponencial de um operador é dado pela

Teorema 3.59. (Teste M de Weierstrass) Seja fi, uma sequéncia de fungdes reais com o mesmo dominio
D, tal que |fp(t)] < My, para todo t € D e > o My € uma série numérica convergente. Entdo

zzozl fi(t), converge absoluta e uniformemente em D.
Para a demonstracao deste teorema veja [5].
Proposicao 3.60. Sejam T € L(R™) e ty > 0, entdo a série
— Tktk

k!
k=0

converge absolutamente e uniformemente para |t| < to.

Prova: Pelo item c) da proposi¢ao anterior temos para [t| < tg

[
=R TR

Como

temos pelo teste M de Weierstrass que

k=0
converge absolutamente e uniformemente em |t| < tg B

Com base na proposicao anterior temos o seguinte resultado

Definicao 3.61. Seja T € L(R™), entao

oo Tk
€T = ZF
k=0
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Note que e € L(R™) e |eT| < el™ll. Considere o sistema (24), entdao pondo Tz = Az, a trans-

formagao T € L(R™) é dada por uma matriz n X n com respeito & base candnica de IR™ (reciprocamente,

todo elemento de L(R™) é representado por uma matriz n x n, veja [7]). Assim podemos definir e4*

Definigao 3.62. Seja A uma matriz n X n, entdo

St Aktk
eM=N" """ VteR
k!
k=0

Exercicio 34. Mostre que ||e*t|| < el AN para todo t € R.
Exercicio 35. Seja T € L(R™) tal que | T|| < 1. Entao (I —T) é inversivel e
(I-T)"'= i "  (série de Neumann).
n=0
Além disso
I =T)7 <~ TIh~

Exercicio 36. Calcule, por definigio, e onde A = ( 8\ 2 > ‘

Proposicdo 3.63. Se P e T sdio transformacoes lineares em R™ e S = PTP~1, entio e® = PeT P!,

Prova: De fato, segue diretamente da definicdo de e que

" (PTP~ L)k n Tk
eS = lim Z PTP)” _ P lim Z —_pl=pelpt,
k=0

n—oo k! k!
k=0
[
Coroldrio 3.64. Se P~'AP = diag[),], entdo et = P diag[e™!|P~!.
Prova: De fato, segue da Proposicao 3.63 que ePTTAP — peAp-1. Por outro lado, ediaglritl —
diag[e*i?], donde et = P diag[e?!| P~
[

Exercicio 37. Dada uma transformacdo linear diagonalizdavel A, isto €, existe uma transformacdo linear

inversivel P tal que P~1AP = diag[)\;]. Mostre que

det e = lraceA

Exercicio 38. Mostre que se v € autovetor da transformacao linear A relacionado com autovalor X,

entdo v também € autovetor de e® relacionado com o autovalor e*.

Proposicio 3.65. Se S e T sdo transformacées lineares em R™ tais que ST = TS, entio e5TT = eSeT .

Prova: A saber, temos por hipétese que ST = TS, donde

STk
S+1T)" =n! —.
( ) jJrch—n k!

Assim,
o0

ST STk
:gﬁ;ﬁzese?

Na pentltima igualdade usamos o fato de que o produto de duas séries absolutamente convergentes é

> SITk
e :Z Z k!

n=0j+k=n

absolutamente convergente.



XXIII Semana do IME/UFG 45

Exercicio 39. Encontre duas matrizes A e B tais que eAT8 #£ e“eB.
Se na Proposicao 3.65 considerarmos S = —71', obtemos:

Corolario 3.66. Se T ¢ uma transformacao linear em R", entdo €T ¢ inversivel e sua inversa é dada

por (eT)~ 1 =e T,

Corolério 3.67. Se A= | ¢ b . entdo e = e° cosb  —send .
b a senb cosb

Prova: Com efeito, se A = a % ib segue por inducao que

[0 ] =R e

onde Re e Im denotam as partes real e imagindria do nimero complexo A, respectivamente. Assim,
o]
A Z ) —Im( r) ]
e
Ak
Re(57)

ot

o0 cosb —senb
senb cosb

]

Ely’fli

Corolario 3.68. Se A= | ¢ b , entdo e = e® Lo .
0 a 0 1

Prova: Inicialmente, observemos que A = al + B, onde B = [ 8 } . Observemos também que al

b
0
comuta com B. Logo, da Proposigao 3.65,

Além disso, segue diretamente da definigao da exponencial de um matriz que
2 ‘BB
"I%ffg%’zi'+’zﬁ'+’ .=1+ B,

pois, B2 = B3 =...=0.

Como no caso real, vale a seguinte féormula:

Teorema 3.69. (Férmula Alternativa para e*) Para qualquer transformagcio linear A em IR™, vale

que

k
et = Jim (1 + %) : (12)

Prova: Com efeito, observemos que

A k 1 cJ . Al
A § k E
0<j<k

>k

observando que
1 S k(k—1)...(k—j+ 1)1

m.m...m J!

<.
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J
temos que os coeficientes (% — %) > 0. E para ||A]| = a, segue que

A" e AN i k
(e o (ﬁk_gmz%e (18"

0<j<k >k 7
e como a expressao a direita tende a zero com m — oo, temos o desejado.

IN

Definigcao 3.70. Duas transformacades lineares A e B sao ditas equivalentes se existe um transformacdo

linear inversivel P tal que A= PBP~L.
Exercicio 40. Mostre que a equivaléncia entre transformagoes lineares € uma relagao de equivaléncia.

Lembremos que dada uma matriz A de ordem 2, existe uma matriz inversivel P de ordem 2 (cujas

colunas séo os autovetores generalizados de A) tal que a matriz
B =P AP,

tem uma das seguintes formas

A0 Al a —b
s=lo w]om={0 3]s V)

Segue da definicao da exponencial de uma matriz e de suas propriedades que

At
Bt | € 0 Bt a| 1t Bt at | cosbt —senbt
€ _[ 0 e“t]’e ¢ [0 1] one =¢ [senbt cosbt |’

respectivamente. Logo, da Proposicao 3.63

et = peBtp—1,

3.19 O Teorema Fundamental para Sistemas Lineares
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. E seja xo € R"™, e considere o problema de valor inicial
T = Ax
. 13
{ z(0) = xg (13)
Nesta segdo mostraremos que problemas como em (13), tem dnica solugéo e é dada por
z(t) = ey, (14)
Para tal, comecaremos mostrando que, como no caso real, a derivada da funcdo exponencial e4t é
AeAt,
Lema 3.71. Seja A uma matriz quadrada, entdo

d
%eAt = AeAt.

Prova: Sabemos que A comuta com sigo mesmo, entao da Proposi¢ao 3.65 que

ieAt . pA(t+h) _ pAt
dt T rSo0 h
Ah I)
— 1 At (6
hlg%)e h
A%h Akpk—1
= eMlim lim (A+—=—+. . + 50— —
h—0 k—oo 2! k'
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onde a tltima igualdade é possivel dada a convergéncia uniforme de e para |h] <1, daf a mudanca dos

limites.
[ |

Teorema 3.72. (O Teorema Fundamental para Sistemas Lineares) Seja A uma matriz quadrada

de ordem n. Entao dado z¢ € IR™, o problema de valor inicial

T = Ax
{ z(0) = zo ’ (15)
tem uma unica solucao dada por
z(t) = e, (16)

A

Prova: Inicialmente, mostraremos que z(t) = e“*x( é solugao do Sistema (15). De fato, z(0) = x e,

como no Lema 3.71

d
2 (t) = Ee’“xo = AefMay = Ax(t),

para todo ¢t € IR. Portanto, z(t) = ez é solucdo. Para mostrarmos a unicidade, defina

y(t) = e Ma(t),

onde z(t) é uma solugdo de (15). Segue do Lema 3.71 e que z(t) é uma solugao de (15) que

%y(f) = —Ae_Atw(t)Jre_Atiw(t)

= —Aez(t) + Ae?a(t)
- 0,

para todo t € IR e sabendo que e~4* e A comutam. Logo, y(t) é constante, e como y(0) = xo, temos que

y(t) = x¢. Portanto, z(t) = eAty(t) = ez, como querfamos demonstrar.

Exercicio 41. Resolva o problema de valor inicial

T = Ax

2(0) = [ : ] ! a7)

3 1
ondezﬁl—{1 3].

Solugao: Inicialmente, observemos que os autovalores de A s@o Ay = 2 e A\; = 4 com autovetores

associados v; = (1, —1) e v3 = (1, 1), respectivamente. Dai, temos que

207 .4
3[04}13 AP,

1o 11 -1
P{—l 1}“3 5{1 1]'

Segue da Corolario 3.64 e do Teorema Fundamental para Sistema Lineares que

onde

1
z(t) = Pdiag [e*,e*]| P~ 2o = 5(6% +ett et — 2T
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1

<

N4
<

Figura 8: Retratos de fase dos campos vetoriais Y e X.

Exercicio 42. Seja A uma matriz de ordem n e denote por S € F(R,R™) o espaco de todas as solugdes
da equagao vetorial & = Ax. DefinaT : S — IR™ por T(x) = 2(0) e, usando a linearidade da equagio e
o teorema fundamental para sistemas lineares, mostre que T € uma transformacao linear, sobrejetora e

injetora, respectivamente, ou seja, um isomorfismo linear. Conclua que dimS = n.

Exercicio 43. Sejam A uwma matriz quadrada, v, v, ..., v, uma base de IR™ e x1,%3,...,xy, : IR — IR™
as solugdes de © = Ax tais que x;(0) = v;, 1 < i < n. Mostre que x1,%a,...,2, sGo linearmente
independentes no espago vetorial das fungoes e que qualquer solucdo de © = Ax € uma combinagdo linear

de T1,%2, ..., Tp.

3.20 Classificacao dos pontos Singulares no Plano

Nesta secao discutiremos sobre os varios retratos de fase dos sistemas lineares da forma
T = Az, (18)

onde A é uma matriz de ordem 2 e x € IR™. Para tal, descreveremos os retratos de fase dos sistemas

lineares
y = By, (19)
onde B = P7'AP tem uma das formas dadas no final da secdo anterior. Discutiremos os seguintes casos

Caso I B{g 2}onde)\<0<u.

Neste caso, a origem é referida como uma sela. Se o Sistema 19 tiver condicao inicial y(0) = (I1,12) €

IR?, este tem solucdo

y(t) = (lle)‘t,lge“t).

Se I, = 0, solugao tende ao infinito quando t — —oo e a 0 quando t — oo. Se l; = 0 a solugao tende
a 0 quando t — —oo e ao infinito quando t — oo. Se l1ls # 0 a solugao tem um comportamento
que combina o comportamento dos dois eixos em que uma coordenada tende ao infinito enquanto a
outra tende a zero. Por exemplo, se A = —p temos que 122 = k, de modo que a solugao descreve

uma hipérbole. O comportamento desses campos pode ser visto na Figura 9.

A0 Al
= < =
Caso II B [0 M],onde/\_u<0,ouB [0 )\}ondek<0.
Neste caso, a origem é dita n6. Se B = ())\ ] a solugao do Sistema 19 provida das condigoes

iniciais yo = (I1,l2), como no caso anterior, é

y(t) = (lleAt,lge“t).
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—‘—y%w

—o—-—o—y 1 .

Figura 9: Sela na origem.

Com anélise analoga ao caso acima, se [; = 0 as solugoes tendem a zero quando t — 400 e tendem
ao infinito quando t — —o0, 0o comportamento é andlogo se considerarmos lo = 0. Se l1ly # 0 as

solugoes também tendem a zero quando ¢t — 400 e tendem ao infinito quando t — —co. Se A= p o

retrato de fase é perfeitamente radial. Porém, se A\ < u as solucoes satisfazem a equacao x; = kx;‘/ "
el <\ pu.

A . . C
Por fim, se B = [ Y } , onde A < 0, o Sistema 19 provido das condi¢des iniciais yo = (I1,l2) tem

solucao

y(t) = (e, [th + 1a)e)
e, via Regra de L’hospital, os limites quando ¢t — 400 sao idénticos aos limites das solucoes da
primeira parte deste caso e as curvas solugbes nao triviais sdo assintoticamente tangentes a mesma

invariante horizontal quando ¢t — +o00. A discuss@o do caso caso 0 < p < A é andloga e fica a cargo

N
NG &

Figura 10: N6 estdvel na origem.

do leitor e os retratos de fase sao ilustrados na Figura 11.

>\:

Para determinar os retratos de fase dos demais casos, discutiremos antes sobre coordenadas polares.

Para tal, derivando implicitamente as equacoes 12 = 22 + 23 e § = tg~! I—f com respeito a t, obtemos

P T1X1 + T2 0l — T1T2 ; ZE2$1, (20)
r r
. . . —b
para todo r # 0. Se considerarmos, em particular, o Sistema 19 onde B = [ Z ] , obtemos
F=aref=Db. (21)

Este tem uma tinica solugao se provido das condicoes iniciais

r(0) =19 e 6(0) = by. (22)
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P
NN

>\:

Figura 11: N¢ instével na origem.

Caso III B = Z ;b ,onde a < 0.
Neste caso, B tem uma par de autovalores complexos com parte real nao nula A = a+ib e a origem
é dita foco estdvel. Pelas Equagoes Polares (21), as trajetdrias se aproximam da origem a media que
t aumenta, haja vista que r decresce (pois 7 = ar < 0). Essas trajetdrias se aproximam espiralando

(pois 6 = b), no sentido hordrio se b < 0 e no sentido anti-hordrio b > 0, como pode ser visto na

Figura 12.
Y2 Y2
o yl . yl
b>0 b<0
Figura 12: Foco Estével na origem.
a —b
Caso IV B = b },ondea>0.

Neste caso, B tem uma par de autovalores complexos com parte real nao nula A = a b e a origem
é dita foco instdvel. Pelas Equagoes Polares (21), as trajetérias se afastam da origem a media que ¢
aumenta, haja vista que r cresce (pois 7 = ar > 0). Essas trajetérias se afastam espiralando (pois

6 = b), no sentido hordrio se b < 0 e no sentido anti-horario b > 0, como pode ser visto na Figura

13.
Y2 Y2
. yl . yl
b<0 b>0

Figura 13: Foco Instavel na origem.
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0 —b
b 0
Neste caso, B tem auto-valores complexos A = +ib e a origem é dita centro. Note que as trajetdrias

Caso V B =

sao todas periddicas, haja vista que 77 = 0, rodando no sentido no sentido anti-horério se b > 0 e no

sentido horario se b < 0, como pode ser visto no retrato de fase a seguir.

Y2 Y2

b>0 b<0

Figura 14: Centro na origem.

Definigao 3.73. O sistema linear 18 € dito ter uma sela na origem se a matriz A for equivalente a
matriz B do Caso I, um nd se a matriz A for equivalente a matriz B do Caso II, um foco se a matriz A
for equivalente a matriz B dos Casos III e IV. E € dito ser um centro se a matriz A for equivalente a

matriz B do Casos V.

Teorema 3.74. Seja § = det A e T = traceA e considere o sistema linear
&= Az. (23)
1. Se 0 <0, entdo (23) tem uma sela na origem.

2. Sed>0e72—45 >0, entdo (23) tem um nd na origem. Esse é estdvel se 7 < 0 e instdvel se

7>0.

3. Sed>0et1?—45 <0, entdo (23) tem um foco na origem. Esse é estdvel se T < 0 e instdvel se

7> 0.
4. Sed >0 eT=0, entdo (23) tem um centro na origem.

Prova: Notemos que os autovalores da matriz A sao dados pela equacao

air — A ai2 -0
a21 a2z — A ’
implicando que A% — (@11 + a22) A + (a11022 — a12a21) = A2 —7A+6 =0, donde

Tim

A=
2

Assim,

1. Se § < 0, segue que 72 — 48 > 0 e portanto, a transformacédo linear A tem dois autovalores reais de

sinais opostos;

2. Sed >0e7?—45 < 0, entdo a transformacio linear A tem dois autovalores reais com o mesmo

sinal de T;
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3.9 6>0,72—45 < 0e T #0, entdo a transformacao linear A possui dois autovalores conjugados

A =a=xibe A éequivalente a matriz B dos Casos III e IV, onde a = 7/2;

4. Se § > 0 e T =0, entdo a transformagao linear A possui dois autovalores complexos imaginarios

O

puros conjugados A = *ia.

Foco estdvel Foco instavel
o
i
=
O
T O
N6 estavel N6 instavel
-
Sela

Ponto Critico Degenerado

Figura 15: Diagrama de Classificacao dos Pontos Criticos no Plano.
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4.21 Introducao

Neste mini-curso, abordamos o estudo local da teoria das curvas planas. Escolhemos trabalhar com
curvas planas pois muitos resultados podem ser apresentados de forma elementar. Elementar no sentido
de que os pré-requisitos necessarios para o entendimento do mini-curso sao os cursos de Célculo 1 e
Geometria Analitica. Por teoria local, entendemos como sendo o estudo do comportamento da curva em
uma vizinhanga de um de seus pontos. Procuramos ilustrar os conceitos apresentados na teoria por meio
de exemplos. Uma étima referéncia para um estudo mais aprofundado deste assunto é o livro ”Introducao
as curvas planas”de Hildrio e Walcy, ver [2].

Na secao 2 definimos uma curva parametrizada diferenciavel do plano como sendo uma aplicacao
a: I — R? tal que Vt € I associa a(t) = (x(t),y(t)) onde as fungdes x,y : I — R sdo funcoes
diferencidveis. Na se¢ao 3 introduzimos o conceito de curva regular. Na secao 4 mostramos que uma curva
o estd parametrizada pelo comprimento de arco se, e somente se, |a/ (t)] = 1,Vt € I. Mostramos, também,
que toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco. Na secao 5 deduzimos as
chamadas Férmulas de Frenet. Consideramos curvas parametrizadas pelo comprimento de arco a(s) =
(2(s),y(s)), onde s é chamado o pardmetro comprimento de arco. O vetor t(s) = (' (s),y (s)) é chamado
vetor tangente & curva « em «(s). O vetor n(s), tal que {¢(s), n(s)} forma uma base para R?, é chamado o
vetor normal & curva. A partir dai, definimos a curvatura da curva e as Formulas de Frenet. Observamos
que o sinal da curvatura depende da orientagao da curva e damos uma interpretagdo geométrica para a
curvatura na secao 6. Além disso, na secao 7, exploramos o conceito de evoluta e involuta de uma curva
e consideramos alguns exemplos. Terminamos, na se¢ao 8, com o Teorema Fundamental das Curvas
Planas, que mostra que a curvatura determina uma curva plana a menos de sua posi¢cao no plano.

Observamos que todo este estudo, feito para curvas planas, pode ser feito para curvas no espaco R3.
O leitor interessado neste assunto poderd consultar [12] e [5].

Gostarfamos de agradecer a comissao organizadora da XXIII Semana do IME que nos possibilitou
lecionar este mini-curso. Aproveitando a ocasiao, gostaria de deixar registrado, os meus sinceros agra-
decimentos a todo o corpo discente, corpo docente e técnicos administrativos do IME/UFG, pelo doce
convivio durante os 10 anos que trabalhamos juntos neste Instituto. Foram anos de muita aprendizagem
(tanto de matemdtica quanto de vida...) que ficardo para sempre na minha memdria... A vocés meu forte

abraco de agradecimento e de muitas saudades...

4.22 Curvas parametrizadas

Nesta se¢ao vamos estudar localmente uma curva a no plano, isto é, fixado tg, estudaremos como a curva

a(t) se comporta para valores de ¢t préximos de to.
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Definicao 4.75. Uma curva parametrizada diferencidvel do plano é uma aplicacdo o : I — R? tal que
Vt € I associa a(t) = (z(t),y(t)) onde as funcgées x,y : I — R sao fungoes diferencidveis de classe C.
A wariavel t € T € dita parametro da curva e o subconjunto de R? dos pontos a(t),t € I é chamado o

traco da curva.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.76. (Curva constante)
A aplicacdo o : R — R? dada por a(t) = (a,b) é uma curva parametrizada diferencidvel cujo trago se

reduz ao ponto (a, b).

Exemplo 4.77. (Reta)
A aplicacdo a : R — R? dada por a(t) = (zo + at, yo + bt) onde a? + b? # 0 é uma curva parametrizada
diferencidvel cujo trago é uma linha reta passando pelo ponto (zg, yo) e paralela ao vetor de coordenadas

(a,b).

Exemplo 4.78. (Circunferéncia)
A aplicagdo o : R — R? dada por a(t) = (cost, sen t) é uma curva parametrizada diferencidvel cujo trago

é uma circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1.

Exemplo 4.79. A aplicagdo o : R — R? dada por a(t) = (cost(2cost — 1), sen t(2cost — 1)) é uma

curva parametrizada diferenciavel cujo trago é um cardidide.

Exemplo 4.80. A aplicacdo o : R — R? dada por a(t) = (t,|t|) ndo é uma curva parametrizada
diferencidvel, ja que |t| ndo é diferencidvel em ¢ = 0. Porém a restricao de «, a qualquer intervalo que

nao contém o ponto t = 0, é uma curva parametrizada diferenciavel.

Duas curvas parametrizadas podem ter o mesmo trago.
Exemplo 4.81. Considere a(t) = (t,2t),t € R e f(t) = (2r + 1,4r + 2),r € R. Estas curvas tém o

mesmo trago que € uma reta passando pela origem na direcdo do vetor (1,2).

4.23 Curva Regular

Para definirmos curva regular, precisamos definir o que é seu vetor tangente em cada ponto.

Definicao 4.82. Seja o : I C R — R? uma curva parametrizada diferencidvel, que para cada t € I

associa a(t) = (z(t),y(t)). O vetor

€ chamado o vetor tangente a o em t.
A seguir vamos definir reta tangente.

Definicao 4.83. Seja o : I — R? uma curva reqular. A reta tangente a o em to € I € a reta que passa

por afty) na diregio de o (ty), isto € dada pela fungio g(r) = a(te) + ra (to),r € R.

Exemplo 4.84. Considere o : R — R? dada por a(t) = (cost(2cost — 1), sen t(2cost — 1)) uma curva
parametrizada diferencidvel. O vetor tangente a o em ¢ é igual a

o (t) = ('sen t — 2 sen 2t,2cos2t — cost).
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Para o desenvolvimento da teoria local das curvas é necessério que exista reta tangente a curva « para
cada valor do parametro ¢t. Para isto, é suficiente que o vetor tangente a a nao seja nulo para todo t.
Portanto restringiremos o nosso estudo apenas as curvas que satisfazem esta condicao. Estas curvas sao

definidas a seguir.
Definicao 4.85. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R2 é dita reqular se Vt € I , o (t) #0.

As curvas dos exemplos citados anteriormente sao exemplos de curvas regulares. Intuitivamente o trago
de uma curva regular é suave, sem bicos, exceto por possiveis pontos de auto-intersecao. Localmente,

porém, o nao tem auto-intersegao.

Exemplo 4.86. Um exemplo interessante de uma curva parametrizada diferencidvel regular, é dado por
a: I — R? definida por a(t) = (¢, f(t)), onde f : I — R é uma funcio diferenciavel. O traco de « é igual
ao grafico de f. Como o (t) = (1, f (t)) # (0,0),Vt € I, o é uma curva regular. Pode-se mostrar que
toda curva regular é dessa forma. Ver [2].

4.24 Reparametrizagao, Comprimento de arco

Vamos descrever a seguir, como obter varias curvas regulares tendo o mesmo traco.

Definicao 4.87. Sejam I e J intervalos abertos de R, a : I — R? uma curva reqular e h: J — I uma
fungao diferencidvel (C*°), cuja derivada de primeira ordem € nao nula em todos os pontos de J e tal

que h(J) = I. Podemos entdo considerar uma nova curva (3 : J — RZ%, definida por

B(t) = (aoh)(t) = a(h(t)).

A curva B € uma curva regular, que tem o mesmo traco que o, chamada a reparametrizacao de o por h.

A funcao h € dita mudanca de parametro.

Vamos considerar apenas reparametrizacoes onde a fungao mudanca de parametro é estritamente
/ 7
crescente ou descrescente. Neste caso h (t) # 0 e, portanto se @ é uma curva regular em I, sua repara-

metrizagao 0 = awoh também serd curva regular em J.
Definicao 4.88. A orientacdo de uma curva reqular plana o € o sentido de percurso do trago de a.

Se h é estritamente crescente, dizemos que a reparametrizagdao [ = aoh € positiva, ou que preserva
a orientagao de a. No caso em que h é estritamente decrescente, a reparametrizacao é dita negativa, ou

que reverte a orientacao de a.

Exemplo 4.89. Consideremos a circunferéncia de raio a dada por
a(t) = (acost,asent),t € [0, 27].

Seja h(s) = 2, s € [0,27]. A reparametrizacao da curva « por h é a curva
B(s) = aoh(s) = (acos 2, asen%).

Neste caso as curvas « e # tém a mesma orientacao.
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Exemplo 4.90. A curva regular
B(r)y=(-2r+1,—4r+2),r € R,
é uma reparametrizagao da curva
a(t) = (¢,2t),t € R.

Basta considerar a mudanca de pardmetro h(r) = —2r + 1,7 € R. Neste caso as curvas a e 3 tém

orientacao opostas.
A seguir vamos definir comprimento de arco para uma curva regular.

Definicao 4.91. Seja o : I — R? uma curva regular e fizemos to e t; pontos do intervalo I. A aplicacdo

s(t) = / o ()t

€ denominada a fungcao comprimento de arco da curva o a partir de tg.
Esta funcao é diferencidvel de classe C°°, pois o é uma curva regular.

Definicao 4.92. Uma curva regular o : I — R? é dita uma parametrizacdo pelo comprimento de arco,
se para cada to,t1 € I, tg < t1, o comprimento de arco da curva o de tg a t1 € igual a t1 —to. Isto é
t1 ,
/ o (8)]dt = t — to.
to

Proposicao 4.93. Uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco, se e somente

se, Vt € I,|a’ (t)] = 1.

Demonstragao: Suponhamos « parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos ty € I. Conside-

remos a funcdo s: I — R que para cada t € I associa s(t) = t‘: lo/ (t)|dt. Se to < t entdo por hipétese

ftto lo/ (t)|dt = t —to; se t < to entdo —s(t) = ;0 la’ (t)|dt = to —t. Portanto, para todo t € I, s(t) = t —to,
donde s'(t) = 1. Como s (t) = |a (t)], concluimos que | (t)| = 1,Vt € I. A recipropositionca é imediata.

Exemplo 4.94. A aplicacao
a(t) = (acost,asent),t € R,

onde a # 0, é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, ja que |al (t)] =1,Vt € R.

Vejamos que, mesmo que o intervalo de definicao de uma curva tenha comprimento infinito, seu

comprimento pode ser finito.

Exemplo 4.95. A espiral a(t) = (e~!cost, e tsent), definida em R é tal que
t ’
s(t) = / la’ (t)]dt = V2(1 —e™").
0

Em particular, s(aj,+00]) = 1114 —005(t) = V2, e 5(|0,—oc]) € infinito.

O préximo resultado mostra que toda curva regular admite uma reparametrizagao pelo comprimento

de arco.
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Proposicao 4.96. Seja o : I — R? uma curva regqular e s : I — s(I) C R a funcdo comprimento de
arco de o a partir de ty. Entdo existe a fungao inversa h de s, definida no intervalo aberto J = s(I) e

B = aoh € uma reparametrizacao de o, onde (3 estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragao: Se a é uma curva regular, entao

’

s (1) =o' (1)) > 0,

isto é, s é uma fungao estritamente crescente. Segue-se que existe a fungao inversa de s, h: J — I. Como
dh ds
Yt € I,h(s(t)) = t, temos que T 1, portanto
s

dh 1 1

& T@ oo

d do dh (t
Concluimos que 3(s) = aoh(s),s € J, é uma reparametrizacdo de o e |d—6| = |d_?d_| = ||a, Et;|
s s o

Portanto pela proposicao 1, 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco. e

|=1.

Definicao 4.97. A aplicacdo B da proposicdo acima € chamada uma reparametrizacao de o pelo com-

primento de arco.

Observamos que esta parametrizagao nao é unica, pois depende da funcao comprimento de arco, que

por sua vez depende de t( fixado.

Exemplo 4.98. Consideremos a(t) = (at+c,bt+d),t € R e a®+b? # 0. Seja s(t) a fungao comprimento

de arco de « a partir de ty = 0, isto é,

¢
s(t) = / Va2 + b2dt = v/ a? + b3t.
0

S

A fungo inversa se s é dada por h(s) = s € R. Portanto 3 = aoh, que a cada s associa

S S
_ b )
o) =l t et e 79

é uma reparametrizacao de « pelo comprimento de arco.

Exemplo 4.99. Consideremos a espiral logaritimica «(t) = (ef cost, e’sent), t € R. Temos que |a (t)| =
V2et e portanto a funcdo comprimento de arco de a, a partir de ¢y = 0, é s(t) = v/2e* — /2. A funcio
inversa é dada por h(s) = log(i + 1). Portanto,

V2

+1) cos(log(% +1)), (\/i§

é uma reparametrizacao de « pelo comprimento de arco.

+ 1)sen(log(—= +1)))

V2

4.25 Foérmulas de Frenet

Vamos considerar nesta secdo curvas « : I — R? parametrizadas pelo comprimento de arco,

a(s) = (z(s),y(s)),s € 1.

Para cada s € I, o (s) é um vetor unitério, que denotamos por t(s), isto é,
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Definigao 4.100. O vetor t(s) € chamado o vetor tangente a curva o em «(s).

Seja n(s) um vetor unitdrio ortogonal a ¢(s), tal que a base ortonormal de R? formada por ¢(s) e n(s)

tém a mesma orientagio que a base e; = (1,0), e2 = (0,1) de R?, isto é,

Definigao 4.101. O conjunto de vetores t(s) e n(s) € chamado referencial de Frenet da curva o em s.
Definicao 4.102. A reta normal a o em sg € a reta que passa por «(so) na dire¢ao de n(sp).

Observamos que t(s) e n(s) sao fungoes de I em R?, diferencidveis de classe C°° e para cada s € I,
)

os vetores de R2, ¢ (s) e n'(s), podem ser escritos como combinacio linear de t(s) e n(s). Como t(s) é

’

en
unitario, segue que t (s) é ortogonal a #(s) e portanto ¢ (s) é proporcional a n(s).

Definigao 4.103. Este fator de proporcionalidade, denotado por k(s), é chamado curvatura de o em s,

isto €,

Considerando a curva a(s) = (x(s),y(s)), s € I, segue da defini¢do que
k(s) =<t (s),n(s) >=< a’ (s),n(s) >,

donde

" ’ 1" ’

k(s) = =z (s)y (s) +y (s) (s).
Analogamente como n(s) é unitdrio, segue que n’ (s) é ortogonal a n(s) e portanto n(s) é proporcional

a t(s). Como
concluimos que

Definigao 4.104. As equagdes

’

n (s) = —k(s)t(s)

sao chamadas as formulas de Frenet de uma curva plana.

A funcio |k(s)| = |a” (s)| indica a velocidade com que as retas tangentes mudam de direcao.

De fato, fixemos sg € I e consideremos os vetores tangentes a/(so) ea (so+h), onde so+ h € I. Seja

#(h) o angulo formado por &' (so) e o (so + k), isto é, 0 < ¢(h) < , tal que

cos ¢(h) =< & (so), o (s0 + h) >

h

Entao ]lin%) ¢<h ) indica a velocidade com que as retas tangentes mudam de direcao. Como para todo h
, / h

|a (so+h) —a (so)| = 286%%,

concluimos que

(s0)] = o (s0)] = Jim 2P,
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Exemplo 4.105. Seja «(s) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco cujo trago é

uma reta. Entao a curvatura é identicamente nula.

De fato, seja

a(s) = (as + xo,bs + yo0),s € I,

onde a e b sio constantes e a2 + b2 = 1. Como #(s) = o (s) é constante, segue que t (s) = 0 e portanto

k(s) =0,Vs e I.

Exemplo 4.106. Consideremos a curva
S S
a(s) = (a+ bcosg,c—i—bseng),s €R,b>0,

cujo trago é uma circunferéncia de centro (a,c) e raio b. Neste caso

t(s) = (—senf, cos f),

b b
n(s) = (—cos %, —sen%).

Segue que

k(s) =< t'(s),n(s) >= %

Consideremos uma reparametrizacao de «, dada por

B(s) = (a+bcos 2, c— bsen%).

~ 1
Entao a curvatura serd igual a —3

Observamos que o sinal da curvatura depende da orientacao da curva. Mais adiante veremos a

interpretagao geométrica do sinal da curvatura.

O proximo resultado expressa a curvatura de uma curva regular e nao necessariamente parametrizada

pelo comprimento de arco.

Proposicao 4.107. Seja a(r) = (z(r),y(r)),r € I, uma curva regular. Entdo:

(z',y)
tr) = —————,
) (') +(y')?
n(r) = (—y/,x/)
) @)+ )2
k(r) _ _:C//y/ + x/y//

()2 + ()7

Demonstragao: Seja [((s) uma reparametrizacao de a por comprimento de arco. Derivando S(s(r)) =

a(r) temos
dgds
i, 24
ds dr (r) (24)
¢ 2 2
23 ds., dfd’s
ity i = = 2
ds? (dr) + dsdrz ~ (r) (25)
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dafi
d /
==l (26)
Portanto . .,
ﬁ _ <a(r),a
dr? o (r)|

Considerando «a(r) = (z(r),y(r)) segue de (24) e (26) que

(r) >

R CY'D)
UV EoEriD

Pela defini¢ao de vetor normal temos

(@) +(v')?
Como ,
d=p
k(s(r)) =< 55 (s(r)), n(r) >
s
concluimos usando (24) a (27) que
_x//y/ + x/y//

Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.108. Consideremos a espiral logaritimica
a(r) = (e" cosr, e"senr),r € R.

Entao

’

a(r) =e"(cosr — senr, senr + cosr),

a(r) =e"(—2senr,2cosr),
1
V2er

e portanto k(r)

4.26 Interpretagao geométrica do sinal da curvatura

A seguir veremos a interpretagao geométrica do sinal da curvatura. Seja a(s) = (z(s),y(s)), s € I uma
curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Como o vetor tangente t(s) = o’ (s) é unitario
temos que a’ (s) é ortogonal a a'(s). Fixemos sy € I e suponhamos que k(sg) # 0. Observamos que a
reta tangente a o em So,

/

T(s) = a(so) + (s — so)a (s0),

divide o plano em dois semiplanos.
Considerando a expansdo de a(s) em séries de Taylor, em torno de sg temos

a(s) = also) + (s — so)a (s0) + @a” (s0) + R(s),

R
onde R(s) é uma fungdo vetorial, tal que lim L

=0.P
S = 502 0. Portanto

a(s) — T(s) = (S*TSO)O/’ (s0) + R(s).
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Como a(s) — T(s) é um vetor no sentido do semi-plano que contém «(s), segue da tultima relagdo que
para todo s, suficientemente préximo de sg, oa”(so) tem o sentido do semiplano que contém os pontos
a(s).

Como k(so) =< a (s0),n(s0) >, concluimos que se k(so) > 0, entdao n(sp) tem o mesmo sinal de

"

o (s0), se k(so) < 0 entdo a” (so) e n(so) tém sentidos opostos.

4.27 Involutas e Evolutas

Nos exemplos anteriores vimos que, a menos de sinal, a curvatura de uma circunferéncia de raio r é
igual a —, 0 que comprova a nossa intuicao pois no caso da circunferéncia pensamos, naturalmente, na
r

reciproca do raio como medida da curvatura.

1
Definigao 4.109. Se a(s) é uma curva regular com curvatura k(s) # 0, a quantidade p(s) = )]

s
¢ denominada raio de curvatura de o em s. O circulo de raio p(s) e centro ¢(s) = a(s) + ——=n(s) €

k(s)

denominado circulo osculador e ¢(s) é dito centro de curvatura. A medida que varia o pardmetro s, o
centro de curvatura descreve uma curva B chamada a evoluta de «, cujas retas tangentes sdo ortogonais

a curva .

Usando as equagoes de Frenet, vemos que

, : 1 E(t)

B(t) = a (1) + —n (1) - £ (0)

(1) n(t) = — (1) n(t).

Portanto temos que (3 é regular se, e somente se, k,(t) # 0. Os pontos singulares da evoluta de uma curva

« sao aqueles para os quais a curvatura de « possui um ponto critico.

Definigao 4.110. A expressio da evoluta de o € dada por

n(t). (28)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.111. Se o traco de uma curva « descreve um circulo de raio r e centro C, sua evoluta é a
curva constante dada por 3(s) = C.

De fato, parametrizando a curva « por

a(s) =C + (rcos;,rsen%),s € [0, 27],

1
temos que k(s) = — e, portanto,
T

B(s) = a(s) + r(— cos ;, fseng) =C.

Exemplo 4.112. Considere a elipse « : [0,27] — R?, definida por
a(t) = (acost, bsent).

A curvatura de « é dada por
b
k(t) = a £0.

(a2sen2t + b2 cos? t)2
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A evoluta de a, pela equagao (28) é dada por

a? + sin®t + b2 cos? t
ab

B(t) = (acost,bsent)+ (—bcost, —asent)

a’® — b? 3 b% — a?
cos” t,

sen’t).

=

O traco da evoluta da elipse é descrito pelo astréide (az)§ + (by)§ = (a® — bQ)%, que nao é regular
T 37

nos pontos 3(t), com t = 0, 53¢ 5"

Exemplo 4.113. Considere a cicléide dada pelo trago da curva «, definida por
a(t) = (t — sent, 1 — cost), t € (0,2m).

Sua curvatura é dada por
cost —1

hH) = (2 —2cost)2

£0.

A evoluta de « é a curva definida por

2 —2cost

t) =(t— t,1— t
B(t) = (t — sent, 1 — cost) + p——

(—sent,1 — cost) = (t + sent,cost — 1).

Observe que a(t+7) = B(t)+ (m, 2). Logo, a menos de uma translagdo, a evoluta de « é a prépria cicléide.

Definicao 4.114. Uma involuta de uma curva regular B é uma curva que € ortogonal as retas tangentes
de 3.

Portanto se 3 é a evoluta de «, entdo o é uma involuta de f3.

4.28 Teorema Fundamental das Curvas Planas

Nosso objetivo é mostrar o teorema que garante que a fungao curvatura determina uma curva plana a

menos de sua posi¢cao no plano.

Teorema 4.115. a) Dada uma fungdo diferencidvel k(s), s € I C R, existe uma curva regular o(s),
parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura € k(s).

b)A curva os) acima é inica quando firamos a(so) = po € & (so) = v, onde vy € um vetor unitdrio de
R2.

¢) Se duas curvas a(s) e B(s) tém a mesma curvatura, entao elas diferem por sua posi¢do no plano, isto

é, existe uma rotagdo L e uma translagio T em R?, tal que a(s) = (LoT)(B(s)).

Demonstragao: a) Consideremos 6(s) / k(s)ds, onde sq € I é fixo. Fixemos um ponto py = (xg, %o)

de R? e A\ € R. Definimos uma curva a(s) = (x (s),y( )) por

= cos(f(s) + \)ds,

y(8) = yo —|—/ sen(6(s) + N)ds.
50
Vamos verificar que a curva assim definida estd parametrizada pelo comprimento de arco s e sua curvatura
é k(s).
De fato, o referencial de Frenet é:

’

t(s) = a (s) = (cos(f(s) + A), sen(0(s) + A)),
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n(s) = (—sen(6(s) + A),cos(0(s) + A)),

e, portanto, temos que | (s)] = 1 e a curvatura de o é dada por
<t'(s),n(s) >= 0 (s) = k(s).
b) Seja a(s) = (z(s),y(s)) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curva-

tura é k(s). Das equagoes de Frenet temos que

(SC 7y>:k(*y,1')7
isto é, x(s) e y(s) satisfazem as equagoes
r = 71{7!/7

1" ’

y =kx.

Portanto, segue do teorema de unicidade de solugdao do sistema de equacoes diferenciais que fixados
a(s0) = po e & (s0) = vo a curva a é tnica. (Ver [1]).

c¢) Sejam « e 3 duas curvas que tém a mesma curvatura. Fixado sg, existe uma rotacdo L e uma
translacio T' de R? tal que a curva @ = LoTof satisfaz a(so) = a(so) e @ (so) = a (s¢). Do item b)

segue que @ = «. Portanto, a = LoTof. e

4.29 Exercicios

1) Sejam a e b constantes ndo nulas. Verifique que a aplicacao «(t) = (acost,b sen t),t € R e uma curva

parametrizada diferenciavel. Descreva o traco de a. O que representa geometricamente o parametro ¢?
2) Obtenha uma curva regular o : R — R? tal que a(0) = (2,0) e o (t) = (t2,e").

3)Seja a : I — R? curva regular. Prove que |o ()| é constante se, e somente se para cada t € I, o
vetor a (t) é ortogonal a o (t).
4) Considere a aplicagao
t
a(t) = (sent, cost + log(tan 5)),15 € (0,m).

Prove que:
a) « é curva parametrizada diferencigvel.
b) a (t) # 0 para todo t # %.
¢) o comprimento da reta tangente, compreendido entre «(t) e o eixo y, é constante igual a 1.

O trago desta curva é chamado Tractriz.

5) Verifique que as curvas regulares a(t) = (t,e),t € R e 3(r) = (logr,r),r € (0,00) tém o mesmo

traco.

6)Obtenha uma reparametrizacao da cicléide

a(t) = (a(t — sent),a(l — cost)),0 < t < 2,
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pelo comprimento de arco.

7)Obtenha a curvatura das seguintes curvas regulares:

a) at) = (t,t*),t € R.

b) a(t0 = (cos(2cost — 1), sen(2cost — 1)), t € R, (cardidide).
c) aft) = (t,cosht),t € R, (catendria).

«
(]

8) Seja a(s) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s e tal que k(s) > 0,Vs.
Verifique que o comprimento de arco da evoluta de « entre sy e s; é igual a diferenca entre os raios de

curvatura em sg € s1.

9)Caracterize todas as curvas regulares planas que tém curvatura constante.

1
coshs’

10) Determine as curvas planas de curvatura k(s) =
11) Determine as curvas regulares do plano cujas retas tangentes se interceptam em um ponto fixo.

12) Determine as curvas regulares do plano cujas retas normais se interceptam em um ponto fixo.
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5.30 Introdugao

Durante muitas geracoes, tentou-se sem muito éxito, aperfeicoar o entendimento de Euclides sobre os
ntimeros primos. G.H. Hardy (1877- 1947), matemdtico inglés, gostava de dizer que: “ Qualquer tolo
pode fazer perguntas sobre os mumeros primos que o mais sabio dos homens mao conseque responder.”
A corrida em busca de férmulas geradoras de pelo menos uma lista de niimeros primos envolveu mentes
muito brilhantes, grandes matematicos, que ndo obtiveram sucesso em suas pesquisas. Ainda hoje, muitos
matematicos buscam entender os mistérios que envolvem os niimeros primos com uma vantagem: contam
com auxilio de computadores super modernos nessa dificil missao.

Atualmente os nimeros primos deixaram de ser um assunto relevante apenas em Teoria dos Numeros,
devido ao desenvolvimento Criptografia de Chave Publica. Neste artigo, pretendemos mostrar, além de
fatos importantes sobre nimeros primos como O Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Euler, a

Matematica que se utiliza no Criptosistema RSA.

5.31 Conceitos Basicos

Nesta secao, apresentaremos os conceitos necessarios ao entendimento deste trabalho.

5.31.1 Divisibilidade

Definigao 5.116. Dados a e b € Z, com a # 0, dizemos que a divide b, quando existir ¢ € Z tal que

b=ac.
Nota 5.1. Se a divide b escrevemos a | b. Se a nao divide b escrevemos a tb.

Exemplo 5.117. Temos que 2 | 4 pois 4 =2.2 e
3| 12 pois 12 = 3.4.

Proposicao 5.118. Se a,b e ¢ € Z com a£0 e x e y € Z sao tais que a|b e alc entao al (zbLyc).

Demonstragao. Se a |be a | c entdo existem f,g € Z tais que b = af e ¢ = ag,logo temos que xb = zaf e

yc = yag, consequentemente xb + yc = a(xf + yg) com zf £ yg € Z. Portanto, a | (b £ yc). O

Proposicao 5.119. (Divisdo Euclidiana) Sejam a e b nimeros inteiros com a>0. Ezistem dois unicos

numeros inteiros q e r tais que b=aq+r, com 0<r<a.

Demonstra¢do. Suponha que b>a e considere os nimeros b, b-a, b-2a...., b-na,... Pelo Axioma da Boa
Ordem, o conjunto S formado pelos elementos acima tem um menor elemeto r = b — ag. Vamos provar
que r<a. Se alb, entdo r=0 e nada mais temos a provar. Se a ndo divide b , entdo r # a , e portanto,

basta mostrar que nao pode ocorrer 7 > a. De fato, se isto ocorresse, existiria um ndmero natural ¢ < r
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tal que r = ¢ + a. Consequentemente, sendo r = ¢+ a = b — agq, terfamos ¢ = b — (¢ + 1)a €S, com c<r,
contradi¢ao com o fato de r ser o menor elemento de S.

Unicidade: Dados dois elementos distintos de S, a diferenga entre o maior e o menor desses elementos,
sendo um muiltiplo de a, é, pelo menos a. Logo, se r =b—aqg e r’ =b— aq com r<r’<a terfamos

r’-r >a = r’> r+a >a. O
5.31.2 Maximo Divisor Comum

Definigcao 5.120. Dados dois nimeros inteiros positivos a e b, ndo simultaneamente nulos, dizemos que

o nidmero inteiro positivo d é um divisor comum de a e b sed |a ed|b.

Definicao 5.121. Dizemos que d € o mdximo divisor comum de a e b se:
i) d € um divisor comum de a e b;

ii) se dy € um divisor comum de a e b entdo dy | d.
Nota 5.2. Se d é o mdzimo divisor comum de a e b escrevemos d = (a,b).

Exemplo 5.122. Temos que 4 = (4,8).

5.31.3 Minimo Multiplo Comum
Definigao 5.123. Um nidmero ¢ € um maltiplo comum de dois inteiros a e b sea|c eb]|c.

Definigao 5.124. Sejam a e b dois inteiros tais que a#0 ou b#0. Dizemos que m>0 é um minimo
maultiplo comum de a e b se:
i) m € um maltiplo comum de a e b,

it) se ¢ € um multiplo comum de a e b, entao m | c.
Nota 5.3. Se m € o minimo mailtiplo comum de a e b escrevemos m = [a, b].

Exemplo 5.125. Temos que 6 = [2,3].

5.31.4 Congruéncias

Definicao 5.126. Seja m um niumero inteiro positivo. Dizemos que dois numeros inteiros a e b sao

congruentes modulo m se 0s restos de sua divisdo euclidiana por m sao iguais.
Nota 5.4. Se a € congruente a b modulo m escrevemos a = b mod m.

Proposigao 5.127. Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro positivo. Diz-se que a €

congruente a b mddulo m se e somente se m | a —b.

Demonstragio. Se a = b mod m entdo m | a — b. Por hipdtese, a = mqg+1r e b =mq; +r onde q e ¢
€ Z. Logoa—b=mqg—mqg = m(q—q1) onde ¢ — q1 € Z, portanto, m | a —b. Se m | a — b entdo

a = b mod m. Por hip6tese, m | a — b, isto é, a — b = mx onde z € Z. Desta forma a = mz + b. Seja

r o resto da divisao de b por m, logo temos que b = mx; + r onde x1 € Z. Substituindo o valor de b
na equagado a = mx + b temos: a = mx + mz; + r, logo a = mze + r onde x5 € Z, e concluimos que a
deixa o0 mesmo resto r quando dividido por m. Portanto, a = b mod m. |

Exemplo 5.128. Temos que 21 =13 mod 2 , pois 21 e 13 deizam o mesmo resto quando divididos por

2.
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5.32 Numeros Primos

Definicao 5.129. Um numero inteiro p>1 € um numero primo se ele for divisivel somente por 1 e por

St Mmesmo.

Definigao 5.130. Um numero inteiro positivo maior que 1 € um miumero composto se ele nao € um

nimero primo.

5.32.1 Fatoracao Prima

Teorema 5.131. Todo inteiro positivo € igual a 1, ¢ um nidmero primo, ou pode ser escrito como um

produto de niumeros primos.

Demonstragdo. Provaremos o teorema usando o segundo principio de indugao. Para n=1 o teorema é
valido.

Vamos supor que ele é valido para todo inteiro positivo n<k. Se k é primo entao o teorema é valido
para k.

Se k nao é primo, entao k é divisivel por algum inteiro p e k=pq onde nem p, nem q é k ou 1. Como
plk e qlk temos que p e q sdo menores que k. Logo, pela hip6tese de inducdo p e q podem ser escritos
como um produto de nimeros primos. Consequentemente, k=pq pode ser escrito como um produto de

ndmeros primos. [l

Exemplo 5.132. Temos que 37 € primo e 15=3.5 é um produto de nimeros primos.

Teorema 5.133. Se p € um nidmero primo e plab, onde a e b sdo inteiros positivos, entdo p|la ou p|b.

Demonstragao. Se pla entdo a conclusao é vilida. Por outro lado, se p nao divide a entdo (a,p) = 1.
Logo, existem x e y, inteiros positivos tais que ax + py = 1. Multiplicando a igualdade anterior por b
temos: abx + pby = b. Por hipdtese plab, logo ab = pk, para algum k inteiro positivo. Desta forma,

pkx + pby = b = p(kx+by)=b. Portanto, p|b. O

Lema 5.134. Se um nidmero primo p divide um produto de inteiros positivos qiqs...qn, entdo p|q;, para

algum i, 1<i<n.

Demonstra¢do. Vamos mostrar o Lema usando indugao sobre n, o niime-ro de fatores do produto q1¢s...qy.
Se n =1, o Lema é valido. Suponhamos que o Lema seja verdadeiro para n = k, isto é, se p divide
algum produto de k inteiros, entao p divide um dos k fatores.
Suponhamos que p divide a produto de k+1 inteiros, isto é,
Pl¢192---qrqk+1, 10go p| (¢1G2...qk)qr+1- Se plgr+1 entdo o Lema estd demonstrado.
Se p nao divide gx41 entdo plgige...qx. Mas ¢1¢2...qrx é o produto de k inteiros , pela hipdtese de

inducdo plg;, para algum i, 1<i<n. O

Lema 5.135. Se um ndmero primo p divide o produto de primos qi1qs...qn, entdéo p=q; para algum i,

1<i<n.

Demonstragao. Temos que p|g; para algum i,onde 1<i<n. Consequentemente p e g; sdo ambos primos,

logo p=g¢; para algum i,1<i<n. O
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Teorema 5.136. (Teorema Fundamental da Aritmética) Qualquer inteiro po-sitivo m>1 € um
numero primo ou pode ser escrito como um produto de mumeros primos, onde o produto € unico exceto

pela ordem dos fatores.

Demonstragdo. Uma vez que m pode ser escrito como um produto de niimeros primos, vamos assumir
que q1¢s...qn € P1P2...ps Sao duas maneiras de escrever m como o produto de niimeros primos.

Faremos a demonstracao do teorema usando inducao sobre n, o nimero de fatores primos de ¢q1¢s...¢,.

Se n = 1 o teorema é verdadeiro. Suponhamos que o teorema seja véalido para qiqs...qx = pP1p2---Ps
Jisto é, se m= q1¢s2...qx = p1p2...ps entao k = s e o produto é unico.

Suponha que m=q1gs...qk+1=p1p2..-Ps’ -

Temos que gi41 divide pip2...psr entao gx+1 = p; para algum 1<i<s’. Dividindo m=q;qs...qx+1 =
DP1P2...Ps’ POT Gr41 temos
q192---Qx =p1P2..-Pi—1Pit+1..-Ps’- Mas k = s’ — 1 e o produto é tinico pela hipdtese de indugao. Consequen-

temente k + 1 = s’. Portanto, a fatoracao de m é tnica. [l
Teorema 5.137. FExistem infinitos nimeros primos.

Demonstragdo. Suponha que existe somente um ntumero finito de ntime-ros primos, isto é, p1,pa,...,pk.
Considere o inteiro (p1ps...px) + 1. Seja p, um ntmero primo e suponha que p,|((p1p2...px) + 1). Mas
Dr|P1D2--- DK, logo p,|1. (Contradigdo). Portanto, existem infinitos niime-ros primos.

O

Teorema 5.138. (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é um nimero primo e se a é um nimero

inteiro, entao a?’= a mod p.

Demonstragdo. Faremos a demonstragao por indugao sobre a. Claramente o resultado vale para a = 1,
pois p | 0. Suponhamos que o resultado seja valido para a, provaremos a validade para a + 1. Temos,
pela férmula do binémio de Newton, (a +1)? — (a+1) = a? —a+ (Y)a? " + .. + (pfl)a. Como a? — a
é divisivel por p, pela hipétese de indugao, e os numeros (f), onde 0 < i < p sao todos divisiveis por p,

entdo (a + 1)? — (a + 1) é divisivel por p. O
5.32.2 Funcao ¢ de Euler

Definigao 5.139. Se n=1, entdo ®(n)=1; se n>1, entdo ®(n) é o nimero de inteiros k tais que 1<k<n
e (k,n)=1.

Exemplo 5.140. ®(5)=4.

Teorema 5.141. Sejam r e s ndmeros inteiros positivos com r > 1 e s > 1 e (r,s) = 1. FEntao

Veja demonstragao em [12].
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5.32.3 Cailculo de ®(n)
Teorema 5.142. Se o inteiro n > 1, entdo ¢(n) =n — 1 se e somente se n é primo.

Demonstragdo. Se n > 1 é primo, entao cada um dos inteiros positivos menores que n é primo com n e,
portanto, ¢(n) = n — 1. Se, por outro lado ¢(n) =n — 1, com n > 1, entdo n é primo, pois, se n fosse
composto, teria pelo menos um divisor d tal que 1 < d < n, de modo que pelo menos dois dos inteiros

1,2,3,...,n ndo seriam primos com n, isto é, ¢(n) = n — 2. Logo,n é primo. O

Teorema 5.143. Se p € primo e se k é um inteiro positivo, entdo: ¢(p*) = p*F — pF=1 = pF(1 — %)

Demonstracio. De 1 até p*, temos p* nimeros naturais. Precisamos excluir desses ntiimeros os que nao

sdo primos com p¥, ou seja, todos os miltiplos de p, que séo p, 2p, ..., p*~'p, cujo nimero é p*~1. Portanto,
¢(p*) =p" —p* . O

Conhecendo os resultados anteriores sobre a fungdo ® de Euler, podemos obter a expressio ¢(n) para

qualquer n pertencente aos inteiros positivos.

Teorema 5.144. Sen = p]fl ....pkr € a decomposicio de n em fatores primos, entio ¢(n) = p]fl ephr (11—

1 1
p—l)...(l — E).

Demonstra¢ao. Como os p,. sao nimeros primos temos que

¢(n) = ¢y --pfr) =GP ) B(p) = (P} —pi' ™) (pFr —pkr 1) = P (1= 2).p52. (1= L) phr (1 -

L)y =pitpb (1= L) (1= 2.
0

Lema 5.145. Seja a e n > 1 inteiros tais que o (a,n) = 1. Se aj,as, vy G(n) 8GO 08 inteiros positivos
menores que N e que $ao primos com n, entdo cada um dos INteIros: a.ai,a.az, ..., A.0G4(yp) € congruente

mddulo n a um dos inteiros ay, az, ..., Gg(n) ( ndo necessariamente nesta ordem,).
Veja demonstragao em [12].

Teorema 5.146. (Teorema de Euler) Se n é um inteiro positivo e se (a,n) = 1 entio a®™ = 1 mod n.

Demonstragdo. Para n =1 o teorema é valido, pois, temos
a®1) =1 mod n. Suponhamos, pois, n > 1. Sejam a1, as, ..., ag(n) OS inteiros positivos menores que n e
que sdo primos com n. Como (a,n) = 1 entdo pelo Lema anterior, os inteiros a.a,a.ag, ..., a.a4(n) 580

congruentes médulo n, nao necessariamente nesta ordem, aos inteiros ai, ag, ..., ag(n), isto ¢,

a.a; = ay mod n

a.as = ahy mod n

onde ay,al, ..., aib(n) sdo os inteiros a1, as, ..., Gy(n) Numa certa ordem. Multiplicando essas ¢(n) con-
gruéncias obtemos:

a.01,0.02, ...., Q.0g(n) = @) .0y..... a:z)(n) mod n. Dai, temos

a®™ (ay.az..... Ag(n)) = G).Qh..... a;(n) mod n. Como (a;,n) = 1 podemos cancelar o fator comum e

portanto, a®™ =1 mod n.



XXIII Semana do IME/UFG 73

O

Observe que, se p é um nimero primo, entdo ¢(p) = p— 1, e se (a,p) = 1 temos que a®®) =1 mod p,
logo a®®=1) = 1 mod p que é o pequeno teorema de Fermat. Desta forma, o teorema de Euler é uma

generalizacao do pequeno teorema Fermat.

5.33 A Busca pelos Niimeros Primos

O Renascimento da Aritmética se deu, com o jurista francés Pierre de Fermat (1601-1665). Os
resultados de Fermat foram divulgados, principalmente, por Marin Mersenne (1588-1648) outro curioso
que se dedicou ao estudo dos numeros primos.

Leonhard Euler (1707-1783), a “Aguia Matemdtica”, foi sem divida um dos maiores e mais férteis
matematicos de todos os tempos. A paixao de Euler pela teoria dos numeros foi motivada pela corres-
pondéncia com Christian Goldbach, um matematico amador alemao que vivia em Moscou. Foi a Euler
que Goldbach fez sua famosa conjectura de que “ todo numero par maior ou igual a 4 pode ser escrito
como a soma de dois numeros primos”.

Euler mostrou que o polinémio p(n) = n? 4+ n + 41 gera nimeros primos para 0<n<40.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o Principe dos Matemaéticos, vendo que apds séculos de pesquisa
ainda nao havia sido possivel descobrir uma férmula que gerasse nimeros primos pensava em adotar uma
estratégia diferente.

O grande avancgo de Gauss, na busca pelos nimeros primos, foi tentar descobrir como se distribuiam
os nimeros primos entre os 100 primeiros ntimeros inteiros, entre os primeiros 1000 e assim por diante.

Bernhard Riemann (1826-1866) também se dedicou & busca pelos nimeros primos apesar da teoria
dos numeros nao ser sua area de interesse.

Riemann teve a idéia de definir a funcao zeta para todos os niimeros complexos s, tendo parte real
maior que 1,

) =D =

ns
n=1

A Fungao Zeta de Riemann deu origem & Hipdtese de Riemann. Uma hipdtese matemética publicada
em 1859 por Bernhard Riemann que declara que os os zeros nao triviais da Fun¢ao Zeta de Riemann
pertencem todos a “ linha critica”.

A Hipétese de Riemann é de tal importancia que tem intrigado os mateméaticos hd mais de 150 anos
e é hoje um dos poucos problemas apresentados por David Hilbert (1862-1943), em 1900, no Congresso
Internacional de Matemaética em Paris, nao resolvidos.

A busca pelos nimeros primos continua. Atualmente a aplicacdo mais notével dos nimeros primos é
na Criptografia de Chave Publica. Um grande avanco foi conseguido na Criptografia com o aparecimento
dos cripto-sistemas de chave publica em 1976. A idéia é a seguinte: no lugar de uma chave secreta, de
posse tanto do emissor quanto do receptor, temos duas chaves. Uma delas é publica, disponivel para
qualquer pessoa, e uma segunda, privada, de posse apenas de receptor, que serve para decodificar a
mensagem. O emissor codifica a mensagem com a chave publica e a transmite. O receptor decodifica a

mensagem com a chave privada. Caso alguém intercepte a mensagem, nao sabera qual é a chave privada,

pois ela nao é transmitida a ninguém. Essa idéia se concretizou em 1977, através de Rivest, Shamir e



XXIII Semana do IME/UFG 74

Adleman do Instituto Tecnolégico de Massachusetts que criaram o algoritmo RSA. Para implementar o
mais conhecido dos algoritmos de chave publica o RSA, precisamos escolher dois niimeros primos muito
grandes p e q. Para codificar a mensagem usamos n = p.q e para decodificar precisamos conhecer p e g.

A seguranga do método vem da dificuldade de fatorar n para descobrir p e q.

5.34 Criptosistemas de Chave Piblica

Recorde que um Criptosistema de Chave Publica é caracterizado pela existéncia de um arquivo privado e
um arquivo publico. Deste modo, para cada usudrio U, o arquivo publico de U esta disponivel para todos
os usudrios, e isto inclui a fungao codificacao Ey. Porém o arquivo privado de U é conhecido somente
por U e consiste da fungao decodificagao Dy. Além disso, as fungoes codificagao e decodificacao sao
baseadas na nogao de uma “funcao armadilha”ou trapdoor. Uma fungao armadilha é uma funcgao f tal
que as seguintes propriedades sao validas:

i) f é facil de calcular;

ii) f=1 é dificil de calcular;

iii) f~! é facil de calcular quando uma funcdo armadilha torna-se disponivel.

Desta forma temos que o Criptosistema de Chave Piblica consiste de duas familias Fy e Dy (
onde U é o conjunto formado por todos os usudrios potenciais) de fungdes codificagdo e decodificagao,
respectivamente, tais que:

i) Para todo U, Dy (Ey (M) = M, onde M é um bloco da mensagem pré-codificada;

ii) Para todo U, Ey estd no arquivo publico, mas Dy é conhecida somente por U;

iii) Para todo U, Ey é a fungao armadilha ;

iv) Para todo U Ey(Dy(M) = M (assinatura digital).
5.34.1 A Matemdtica do Criptosistema RSA

No Criptosistema RSA, dois nimeros primos distintos p e ¢ sdo escolhidos e mantidos secretos, o produto
N = p.q é conhecido. Como N é o produto de dois niimeros primos p e g temos que ®(N) = (p—1).(¢—1).
Desta forma, cada usuério escolhe inteiros e, d menores que ®(N) tais que (e, ®(N)) = leed =1
mod (¢(N)) onde e é conhecido, mas d é mantido secreto. As fungoes codificagio e decodificagdo, sdo
respectivamente:

E(z) = 2*modN e D(x) = z%modN, onde 1 < x < N, representa um bloco da mensagem pré-
codificada, isto é, uma mensagem onde houve uma mudanca de alfabeto. Suponhamos que a mensagem
a ser transmitida seja “VIVA HOJE”. Podemos fazer a seguinte mudanca: V=31; I=18; A=10; H=17;
0=24; j=19; e E=14. Desta forma obtemos uma pré-codificagdo em blocos da mensagem a ser transmi-
tida:
31-18-31-10-99-17-24-19-14, onde 99 é o espaco entre as duas palavras.

Usando o Algoritmo Euclideano podemos determinar o inteiro d tal que e.d =1 mod (¢(N)). Mostra-
remos agoraque E(D(z)) = x e D(E(x)) = z, ou seja, as fungdes E e D séo a inversa uma da outra e é por
isso que o método funciona. Note que D(E(z)) = D(z*modN) = z*%mod N e E(D(x)) = E(z%mod N)=

¢d = 2 mod N. Como N = p.q, onde p e ¢ sdo primos distintos

z¢%mod N. Queremos mostrar que
calculemos ¢ ¥mod p e x%¥mod q. Temos que, e.d = 1 mod (¢(N). Consequentemente existe um inteiro

Etal que eld = 1+ ko(N) = 1+ K(p — 1).(¢ — 1) logo z¢?¢ = z.(zP~1)*(¢=Dmod p. Para todo z tal
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que p nao divide x e p primo, aplicando o Pequeno Teorema de Fermat temos zP~! = 1 mod p. Logo,

Z.e.d = e.d =

x mod p. Se p divide x entdo x = 0 mod p. Assim x x mod p vale para qualquer p. Analoga-

e.d

mente 2% = x mod q vale para qualquer g. Observe que nao podemos usar um argumento diretamente

para N | pois o fato (N, z) # 1 néo significa que © = 0 mod N, pois N é composto.

Exemplo 5.147. Seja 31-18-31-10-99-17-24-19-14 a mensagem pré-codi-ficada em blocos vista anteri-
ormente. Queremos codificar o bloco

x = 14. Vamos determinar os parametros para fazermos a codificacdo. Sejam p = 11 e ¢ = 13, daf
N =11.13 = 143. Temos que

d(N) = (p—1).(¢—1) = (11 — 1).(13 = 1) = 10.12 = 120. Sabemos que (e,p(N)) # 1, desta
forma vamos considerar e = 7. Considerando e = 7 podemos determinar o valor de d. Sabemos que
ed=1mod (¢(N)) = 7.d=1mod 120 =120 |7d—1=7d—-1=120.k = 7.d — 120.k = 1.

Aplicando o Algoritmo Fuclideano para e e ¢(N) obtemos: 120 =17.7+1 = 1= 1204 (—17).7, logo
o tnverso de 7 modulo 120 € -17, mas precisamos que d seja positivo. Portanto, d = 120 — 17 = 103 que
€ 0 menor inteiro positivo congruente a -17 modulo 120.

Assim o bloco x = 14 € codificado como E(14) = 147 mod 143, isto é, E(14)= o resto da divisdo de
147 por 143. Fazendo os cdlculos encontramos que 147 = 53 mod 143 = E(14) = 53. Para decodificarmos
E(14) = 53 vamos usar a fun¢do decodificagio D, ou seja, D(E(14)) = E(14)¢ mod N = 5319 mod 143,
isto €, D(E(14)) = o resto da divisio de 53'°% por 143. Fazendo os cdlculos encontramos 5393 =

14 mod 143. Portanto, D(53) = 14.

Como vimos anteriormente, a seguranga do RSA esta na dificuldade de se fatorar N. Se a escolha dos

parametros p e ¢ nao for feita com cuidado, pode ser facil quebrar o sistema RSA.

5.35 Tipos de Niumeros Primos

Existem ntimeros primos que possuem nomes especiais. A maioria deles leva o nome de seus desco-

bridores e seguem um modelo para obté-los.

5.35.1 Primos de Fermat

Em 1640, Fermat mostrou que os nimeros F,=22" + 1 sdo primos para
n = 0,1,2,3,4, e conjecturou que todo nimero desta forma é primo, ficando assim conhecidos como
Numeros Primos de Fermat.

Em 1739, cerca de 100 anos mais tarde, Euler demonstrou que a conjectura de Fermat era falsa
ao provar que Fy= 23241 ¢ divisivel por 641. Ainda ndo se conhece nenhum outro nimero primo de
Fermat além dos cinco primeiros (3,5,17,257,65537) como também nao se sabe se existe uma infinidade

de niimeros primos de Fermat ou nao.

5.35.2 Primos de Mersenne

Os nameros primos de Mersenne tem relacao com os niumeros perfeitos. Um numero se diz perfeito,
se a soma dos seus divisores proprios é igual a si mesmo. Por exemplo, 6 é um numero perfeito, pois
6=1+2+3, onde 1,2 e 3 sao os divisores préprios de 6. O nimero 28 também é perfeito, assim como 496
e 8128. Sempre que se descobre um ndmero primo da forma 2"-1 pode se gerar um ntmero perfeito par

multiplicando-o por 271,
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Euclides, no livro IX dos Elementos, demonstrou que: Qualquer nimero da forma 2"~1(2"-1) € par
perfeito, se e somente se, 2"-1 for primo.

A existéncia de um ntmero perfeito impar é um dos mais antigos problemas matemaéticos ainda sem
solucao. Conjectura-se com fortes indicios experimentais que nao existe nenhum.

Os nimeros My=2%-1 , q nimero primo, sao chamados nimeros de Mersenne. O maior niimero primo
conhecido é um Nimero de Mersenne 232:582:657 _ 1 um gigante com 9.808.358 de digitos, descoberto
pelo time de colaboradores formado pelos doutores Curtis, Cooper e Steve Boone, do Departamento de

Ciéncia da Computagao da Universidade Central de Missouri, no dia 4 de setembro de 2006.

5.35.3 Numeros Primos de Sophie Germain

No infcio do século XIX o Ultimo Teorema de Fermat era o mais famoso problema da teoria dos
nimeros. Muitos matematicos, inclusive Euler, tinham fracassado ao tentar demonstra-lo gerando um
certo desdnimo. Todavia, uma descoberta de Marie-Sophie Germain (1776-1831), matemdtica francesa,
fez com que os matemadticos retomassem a busca pela demonstragao. O teorema enunciado por Sophie
Germain diz que “se p € um primo de modo que 2p+1 também seja primo, entdo nao existem inteiros x,y
e z, diferentes de zero e nao maltiplos de p, tais que xP +yP= 2zP.”

Os nimeros p tais que 2p+1 é primo sao conhecidos como primos de Sophie Germain.

Esse resultado causou um choque no estudo do Ultimo Teorema de Fermat e era superior aos obtidos
pelos matemadticos da época. O choque nao foi apenas matemético, mas social também, pois Sophie
Germain teve que adotar um pseudoénimo masculino Antoine August Le- Blanc para ser aceita pelos
matematicos. Durante muito tempo Sophie Germain se correspondeu com Gauss usando o pseudoni-mo
masculino. Porém, em 1807 ela revelou sua identidade e Gauss escreveu-lhe uma carta encantadora.
Outro matemdtico da época que a aprovou foi Adrien-Marie Legendre (1752-1833) que se tornou seu

amigo e mentor. Acredita-se que existem infinitos niimeros primos de Sophie Germain.

5.35.4 Primos Gémeos

Primos Gémeos sao os nimeros primos tais que dado um numero primo p, p+2 também serd um numero
primo.

Os ntimeros primos gémeos formam pares, como por exemplo (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (71,73).
Os matematicos acreditam que existem infinitos nimeros primos gémeos, conjectura ainda nao provada.
Em 1919, o matemético noruegués Viggo Brun (1885-1978) demonstrou um resultado curioso: a soma
dos inversos dos numeros primos gémeos € infinita. O valor dessa soma é conhecido como constante de

Brun.

5.36 Testes de Primalidade

Numeros Primos sao de fundamental importancia em matemética em geral, e em teoria dos nimeros
em particular. Desta forma, hd um grande interesse em estudar diferentes propriedades dos nimeros
primos. Especialmente aquelas que permitem determinar eficientemente se um dado nimero é primo.
Um problema cldssico em matemaética é: dado um nimero n, como conhecer se ele é primo ou composto?

Nao é facil provar se um determinado nimero inteiro é primo ou nao, mas existem algoritmos muito

eficientes que provam a primalidade de um inteiro positivo. Tais algoritmos sao chamados Testes de
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Primalidade. Os testes de primalidade podem ser: deterministicos ou probabilisticos.

Os testes de primalidade deterministicos determinam com certeza se um ntumero inteiro dado é primo
ou composto. No entanto, é pratico apenas para inteiros pequenos ou inteiros que sejam divisiveis por
um primo pequeno.

Os testes de primalidade probabilisticos sao testes que podem provar que um niimero é composto, mas
podem indicar, apenas com certa probabilidade que um niimero inteiro é primo. Os testes probabilisticos
ainda sdo muito utilizados por serem mais rdpidos, mais eficientes (sdo executados em tempo polinomial)
que os testes deterministicos. Neste trabalho serao apresentados testes de primalidade deterministicos e

probabilisticos.

5.36.1 Crivo de Eratostenes

E o método deterministico mais antigo conhecido para encontrar todos os primos até um certo inteiro N
especifico. A palavra Crivo quer dizer peneira. O algoritmo atua, de fato, como uma peneira separando
os miultiplos dos primos em sucessao, deixando passar apenas os que nao sao divisiveis por estes primos.
O método consiste em escre-ver todos os inteiros de 1 a N. Como 1 nao é primo, pode ser riscado
imediatamente. O algoritmo prossegue, sequencialmente em passos. Em cada etapa, encontramos o
primeiro nimero que nao foi riscado, marcamos ele como primo e riscamos todos os seus multiplos.

Enquanto o ultimo niimero a ser avaliado nao excede a raiz quadrada de N, repetimos os passos citados.

Exemplo 5.148. Construir a tabela de todos os primos menores que 100.

Crivo de Eratostenes

A 2 38 A 5 6 7 B H A0
11 A2 13 A4 A5 A6 17 A8 19 20

21 22 23 24 p5 26 27 28 29 A0

31 B2 A3 B4 B5 B6 37 B8 B9 A0

41 A2 48 A4 A5 A6 4T A8 A9 B0

b1 p2 53 b4 pB5 p6 BT B8 59 60

61 p2 p3 pH4 5 p6 67 pH8 L9 J0

712 78 x4 5 g6 AT 8 79 B0

A1 82 83 B4 A5 R6 87 B8 89 A0

AL P2 P93 P4 Hp5 p6 97 P8 p9 100
Os primos p tais que p<+/100 = 10 sio 2, 3, 5 e 7. Vamos eliminar todos os inteiros compostos que
sao multiplos de 2, 3, 5 e 7. Os inteiros positivos nao riscados sao 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,

37, 41, 48, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97 todos niumeros primos menores que 100.

5.36.2 Divisao por Tentativas
Proposicao 5.149. Todo nimero inteiro o maior que 1 tem um divisor primo.

Demonstra¢do. O numero inteiro o tem um divisor que é maior que 1, ou seja, . Entre todos os divisores
de a que forem maiores que 1, seja p o menor de todos. Entao, p tem que ser primo. Caso contrério, p

teria um divisor b com 1 < b < p < a. (Contradigao).
O

Proposigao 5.150. Se n € um inteiro positivo composto, entdo n possui um divisor primo p que € menor

que ou igual a \/n.
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Tabela 1: Menor Pseudoprimo

Inteiro a | Menor pseudoprimo para a base a

2 341=11.13
91="7.13
15=3.5
124=22
35=5.7
25=>52
9=32
28=227
33=3.11

© 00 O Utk W

—
o

Demonstragdo. Se n é um inteiro positivo composto entao n possui um divisor primo p tal que p<y/n.
Como n é composto podemos escrever n=ab, onde a e b sao inteiros positivos: a>1 e b>1. Temos que
a<y/n ou b<y/n, do contrario, n=ab>./ny/n=n. Suponha que a<,/n. Pela proposi¢ao 7.2 a tem um
divisor primo p. Como p<a<,/m = p também ¢é divisor de n. Portanto, n possui um divisor primo p tal

que p<y/n. O

A proposicdo anterior sugere um algoritmo deterministico para testar se n é um ntmero primo. O
algoritmo verifica, para todo nimero primo p que for menor ou igual a \/n, se ele é um divisor de n. Se
for encontrado um divisor primo de n, entao n é composto. Do contrario, n é primo. Esse procedimento é
chamado Divisao por Tentativas. Na pratica este teste é utilizado para testar a primalidade de nimeros

inteiros pequenos.

Exemplo 5.151. /3 é um ndmero primo?
Temos que a raiz quadrada inteira mais proxima de 43 € 6. Logo, devemos testar se um dos numeros
primos p<6 serd divisor de 43. Os numeros primos p menores que 6 sao 2, 3 e 5. Nenhum deles € divisor

de 43, portanto 43 é um numero primo.

5.36.3 Teste de Fermat

O Pequeno Teorema de Fermat da origem a um teste de primalidade probabilistico chamado Teste de
Fermat. O Teste consiste em:

Dado a>1, escolha p>1 e calculemos a?~! mod p. Se o resultado nao for 1 mod p, entdo n é um
nimero composto. Se o resultado encontrado for 1 mod p, entao p pode ser um nimero primo e recebe

o nome de primo provdvel na base a ou pseudoprimo na base a.
Exemplo 5.152. O nimero 341 € pseudoprimo para a base 2, pois 234°= 1 mod 341.

A existéncia de pseudoprimos atesta que o Teste de Fermat nao é deterministico. Podemos aumentar
a eficacia do Teste de Fermat, aplicando-o repetidamente e utilizando varias bases.

O ntmero 341, por exemplo, ndo passa no teste para a base 3, pois 334°=56 mod 341. Portanto, 3 é
testemunha de que 341 é composto. A Tabela 1 apresenta o menor pseudoprimo para as bases entre 2 e

10.
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5.36.4 Numeros de Carmichael

Existem inteiros compostos que nao se consegue provar que sao compostos pelo Teste de Fermat com

qualquer base, isto é, ha inteiros que enganam o Teste de Fermat para todas as bases.

Definigao 5.153. Um nimero composto impar n>0 é um nimero de Carmichael se a™= a mod n para

todo 1<a<n-1.
Portanto, nimeros de Carmichael sao pseudoprimos de Fermat para todas as bases.

Exemplo 5.154. O numero 561 € um numero de Carmichael. Nao € facil provar esta afirmag¢ao usando

561—

a defini¢ao, pois precisariamos verificar que a a mod 561 para a = 2,3, ...,559 o que dd um total de

558 bases a serem testadas, algumas ndo tao pequenas.
Em 1899, uma caracterizacao para os nimeros de Carmichael foi dada no Teorema de Korselt.

Teorema 5.155. ( Teorema de Korselt) Um inteiro positivo impar n é um nimero de Carmichael se,
e somente se, cada fator primo p de n satisfaz as duas condicdes sequintes: p*> nao divide n e p-1 divide

n-1.

Nao demonstraremos aqui o Teorema de Korselt, a prova exige conhecimentos sobre corpos finitos.

Utilizando o Teorema de Korselt podemos mostrar que 561 é um nimero de Carmichael facilmente.

Exemplo 5.156. Temos que 561= 3.11.17.
324561 , 1124561 , 1721 561. Temos que 3—1=2¢2|560,11 —1=10¢e10|560 ¢ 17—1=16 ¢
16 | 560.

Portanto, 561 é um ntmero de Carmichael e é o menor deles. Em 1994, os matematicos Willian

Alford, Andrew Granville e Carl Pomerance provaram que hé infinitos nimeros de Carmichael.

5.36.5 Teste de Miller-Rabin

O Teste de Primalidade de Miller-Rabin é um teste probabilistico criado em 1976 por G.L. Miller e
modificado por M.O. Rabin. Este teste é uma pequena modificagao do teste de Fermat, sendo mais
eficiente, ainda que haja uma pequena chance de erro.

Seja n um inteiro positivo impar cuja primalidade desejamos testar. O inteiro n-1 é par. Seja s a
maior poténcia de 2 que divide n-1, isto é, n-1=2°d, onde d é impar.

Seja 1 < b < n —1 um inteiro que serd a base para o teste. Considere as seguintes poténcias de b: b?,
b2, p2%d | p2 ' p2°d Se q for um niimero primo, entio
b4 = p»~'= 1 mod n.

Talvez alguma poténcia anterior a essa seja congruente a 1 mod n. Seja k o menor expoente tal que
v2"4= 1 mod n isto é n| b2"4-1.

Se k=0 entdo b2°?= 1 mod n daf b%= 1 mod n.

Se k > 0, entdo podemos fatorar b2 -1 como (b2* '4-1).(b%" "441). Como n é primo e divide b2"?-1,
entao divide um dos dois fatores . Mas, n nao pode dividir p2" g pela escolha de k como o menor
inteiro tal que n divide p2rd_q, Portanto, n divide b2k71d+1, isto é, »2" 4= _1 mod n.

Concluimos, pela andlise anterior que: se n é primo, entao para toda base b 1<b<n-1 escrevendo
, b2d’ b22d’_._’ b25*1d, p2°d

as d poténcias b? , ou a primeira é congruente a 1 mod n ou alguma delas sera
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congruente a -1 mod n. Se nada disso acontecer, entao o inteiro n é composto e dizemos que b é uma
testemunha de que n é composto. Se um inteiro positivo composto n satisfaz alguma das condigoes acima

para a base b, entao n é pseudoprimo forte para a base b.

Exemplo 5.157. Se n=341 temos que n-1=340=2285, onde d=85 e¢ 0<s<2. Sendo b = 2 precisamos
calcular duas poténcias:

9285 _985= 92 mod 941

92'85 — 9170 _985=392= 1 mod 3/1.

Como nem a primeira poténcia é congruente a 1 mod 341, nem alguma delas é congruente a -1 mod

341, entao 2 é testemunha de que 341 é composto.

Exemplo 5.158. Se n=25 temos que n-1=24=233 onde d=3 e 0<s<3. Calculando as poténcias para
b =17 obtemos:

72°3= 73= 18 mod 25, 72'3= T5=2/ mod 25

e 723 = 712= 1 mod 25.

Vemos que 73 nao é congruente 1 mod 25, mas temos que 7°= 24 mod 25 e

24= -1 mod 25. Portanto, 25 ¢ um pseudoprimo forte para base 7, embora saibamos que 25 € composto.

5.36.6 Teste de Primalidade AKS

Definigao 5.159. Um algoritmo € chamado de tempo polinomial se
existirum polinémio f(X), tal que para todo N o tempo necessdrio para executd-lo, quando o dado inicial

¢ o nimero N, € limitado por f(N).

Em 2002, o Professor Manindra Agrawal e dois de seus alunos de graduagao, Neeraj Kayal e Nitin
Saxena, descobriram um algoritmo deterministico de tempo polinomial para testar se um nimero é
primo ou composto. Esta equipe de jovens pesquisadores do Instituto Indiano de Tecnologia de Kampur,
resolveu um problema em Teoria dos Ntumeros e Ciéncia da Computacao que desafiou as melhores mentes
por décadas. O AKS é o primeiro algoritmo deterministico a executar um teste de primalidade em
tempo polinomial. O algoritmo AKS é baseado na identidade (X — a)™ = (X™ — a) mod n a qual é
verdadeira somente se n é primo. Esta identidade é uma generalizacao do Teorema de Fermat estendido
para polinémios e pode ser provada usando o Teorema Binomial | 4] , juntamente com o fato de que
(Z) = 0 mod n para todo 0 < k < n se n é primo.

O AKS faz uso da equivaléncia (X" —a) = X" +a(mod X"—1,n) a qual pode ser verificada em tempo
polinomial. Enquanto todos os primos satisfazem esta equivaléncia alguns nimeros compostos também
a satisfazem. Para corrigir este problema mostra-se que para escolhas apropriadas de r, a equagao é
satisfeita para varios a’s e logo n deverd ser uma poténcia de um primo. O nimero de a’s e r apropriados
sao ambos limitados por um polindémio em logn e desta forma, conseguiu-se um algoritmo deterministico
em tempo polinomial.

Apés dois anos da divulgacao do artigo Primes is in P, onde os pesquisadores indianos detalham o
algoritmo, ja existem versoes

otimizadas e generalizadas.
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5.37 Conclusao

Neste mini-curso apresentamos e desenvolvemos alguns fudamentos matematicos dos Criptosistemas de
Chave Publica, além de mostrar que os resultados mais interessantes e curiosos sobre niimeros primos
foram obtidos com a utilizagao do computador, e que o Pequeno Teorema de Fermat é fundamental na

criagao de testes de primalidade mais modernos.
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7.38 Introducao

Considere a seguinte situagao hipotética. Um jogador entra em um cassino com X reais em dinheiro para
“tentar a sorte”. Admita que ele participa de um jogo que consiste de apostas independentes. Em cada
aposta ele recebe um real em caso de vitoria e caso contrario perde um real. A chance de vitéria em cada
aposta é p e conseqiientemente de derrota 1-p = q. Admita que os recursos do cassino sao ilimitados,
isto é, por mais sorte que o jogador tenha, nao consegue “quebrar a banca”’. Suponha que ele jogue
indefinidamente, apenas parando em caso de ficar sem dinheiro. Uma questao interessante é saber qual é
a probabilidade do jogador em algum momento ficar sem dinheiro. A teoria mostra que mesmo no caso
de um “cassino justo” (isto é, p = 0.5), esta probabilidade é 1. Tal problema é conhecido como ruina do
jogador. Entretanto, é bom ressaltar que no caso de o jogador ter probabilidade p superior a 50 por cento
em cada aposta existe probabilidade positiva do jogador nunca ficar sem dinheiro.

Este é apenas um simples exemplo de processos que podem ser estudados a partir da teoria de passeios
aleatérios. Estes sdo a formalizagdo matemédtica de uma trajetéria (de uma particula, digamos) a partir
de uma sequiéncia de passos dados de forma aleatéria. Diversas dreas do conhecimento como estatistica,

economia, computagao, ecologia, dentre outras fazem uso de resultados oriundos desse majestoso modelo.

Definigcao 7.160. Sejam X1, Xo,--- varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tal
que E] X; |< 0o. Seja Sy = C e
n

i=1

O processo {Sp,n > 0} € chamado passeio aleatdrio.

Exemplo 7.161. Sejam X1, Xo, -+ wvaridveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tal
que

PX;=1)=pePX;=-1)=1—-p=gq.

Temos um passeio aleatorio simples. Se além disso, p = q temos um passeio aleatdrio simples simétrico.

Figura 7.2. Uma realizacao de um passeio aleatorio simples.

Nesta figura, as elipses representam sucessivas posicoes do passeio. Nesse caso, S = 2,51 = 3,5, =2
e assim por diante. O passeio visita a origem no quarto passo. A nomenclatura segue da visualizacao
de S, como a posicao de uma particula inicialmente em Sy, e entao faz uma série de passos unitarios
independentes, cada passo sendo positivo com probabilidade p ou negativo com probabilidade 1-p. Em
alguns momentos usaremos a notacao (0,So) para (n,S,) para dizer que um passeio partiu de Sy no

instante 0 e estd em S,, no instante n.
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E facil ver que na dindmica da ruina do jogador, o capital acumulado pelo jogador ao longo das
apostas pode ser visto como um passeio aleatorio simples. Nesse caso, a varidvel aleatéria X; representa

o ganho do jogador na i-ésima jogada.
Exemplo 7.162. Defina Sg =14, 1> 0 e

Sn+1 =0, se S, =0¢e

Sn+1=8n + Xnt1 s Sp, #0, onde P(Xpq1 =1) =P (X011 =-1) = %
Temos um passeio aleatorio com barreira absorvente na origem.

Exemplo 7.163. Considere o espaco de estados {0,1,--- d} e varidveis aleatdrias independentes entre

st tais que

Se S, e{l,2,---,d—1} entaio P(Xp11=1)=peP(X,p1=-1)=1-p=g
Se S, =0entio P(Xpy1=1)=peP(X,,;1=0)=1-p=gq
Se S, =dentaioP(X,,;1=0)=peP(X,y1=-1)=1—-p=gq
Temos um passeio aleatorio com barreiras de retencgao.
Exemplo 7.164. Seja (X,,,n > 1) uma cole¢io de varidveis aleatdrias independentes tais que
P(Xn+1 = 1) = )\n
P(Xpt1=—1)=pn

onde
An + pin = 1.
Temos um passeio aleatorio nao homogéneo.
Exemplo 7.165. Considere uma particula realizando movimentos aleatorios sobre os vértices de um
cubo. Seja S = {i:1<i <8} os vértices do cubo e
. . 1 S
P(Snt1 =7|S, =1) = gseie] estdo conectados e

P(Sn+1 = j|Sn = 1) =0 caso contrdrio.
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Temos um passeio aleatorio no cubo. Neste, a cada passo a particula escolhe saltar para um vértice

vizinho, tendo a mesma probabilidade de salto para cada um deles.

Exemplo 7.166. Sejam (X,,n > 1) varidveis aleatdrias assumindo valores reais tal que
P(X, <z)=T(—o00,z).

Tome Sp4+1 = Sn + Xpny1. Temos um passeio aleatdrio sobre a reta.

7.39 Conceitos basicos

7.39.1 Definigoes

Destacaremos nessa segao alguns conceitos importantes.

Definicao 7.167. Primeira passagem de i para k.

Seja um passeio aleatorio, onde Sy = i. O tempo de primeira passagem € definido por

T; x = min{n > 0; S,, = k}
Quando i = k, a varidvel aleatoria Ty i, € chamada tempo de recorréncia de k. Neste caso nds escreveremos
simplesmente T},.

Uma propriedade interessante do tempo de primeira passagem no caso de passeios aleatdrios simples
é que os passos apds a primeira passagem em k é independente das passagens anteriores. Assim, nés
podemos escrever, por exemplo

To2 =To1 + T,
onde T ; e T 2 sao independentes e tém a mesma distribuigao ja que as X; sao identicamente distribuidas.

Definigao 7.168. Range.
O range R,, do passeio € a quantidade de valores distintos que o passeio assume até o passo n. Isto €, o

nimero de valores distintos em (Sg, S1, ..., Sn)

Definicao 7.169. Tempo de parada.

Sejam X1, Xa, -+ uma seqiéncia de varidveis aleatorias independentes. Uma varidvel aleatoria N € dita
tempo de parada para esta seqiéncia se o evento {N = n} é independente de X1, Xni2,- - para todo
n=1,2,--

No caso de um passeio aleatdrio o tempo de primeira passagem é um exemplo de tempo de parada.
Intuitivamente falando, assistindo ao processo é possivel saber o instante em que T; ocorre. Em outras

palavras, se {T; = n} nds paramos ap6s observar Xy, ..., X,, e antes de observar X,, 11, X, 42, ...

Teorema 7.170. Equacao de Wald
Se X;i > 1 sdo v.a.i.i.d. tal que E|X;| < oo e se N é um tempo de parada para Xi,Xs,--- com E[N]

< 00, entao
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Exemplo 7.171. Considere um passeio aleatdrio simples assimétrico com p > % O numero esperado
de passos até o passeio alcancar a posicao k, k> 0 €

k

BN = 57

Demonstragao. Observe que E|X1| =1 < co. Além disso

N N
Y Xj=k=E_X;]=k
j=1 j=1
Como F(X1) = 2p — 1 basta usar a equacao de Wald para obter o resultado. O

7.39.2 Recorréncia e transiéncia

Seja (Sp,n > 0) um passeio aleatério. Nés dizemos que um estado i é recorrente se
P(S,, =i para infinitos n ) =1

Noés dizemos que um estado i é transiente se
P(S,, =i para infinitos n ) =0

Introduza agora o nimero de visitas V; ao estado i. Temos:

Vi= Z 1(s, =i}
n=0

Entao - - -
E(V;)=E( 1gs,—y) = > E(l{s,—y) = > _ P(S, = ).
n=0 n=0 n=0
Introduza também a probabilidade de retorno
fi=P(T; < )
E possivel mostrar que

se P(T; < c0) =1, entdo i é recorrente e

se P(T; < 00) < 1 entdo i é transiente.

Além disso, todo estado, ou é recorrente ou é transiente. Por fim, podemos afirmar que para um
estado recorrente a probabilidade de um eventual retorno é 1 enquanto que num estado transiente existe

probabilidade de nunca haver retorno.

Proposigao 7.172. Para qualquer passeio aleatdrio, as sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:

i) fo=P(Ty < 0) =1

i1)P (S, = 0 infinitas vezes ) = 1
iii) » P(S, = 0) = 0.
n=0

Demonstracao. Exercicio. [l
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7.40 Passeio Aleatério Simples
Ao longo dessa secao
n
Sn = Z Xi, n Z 1
i=1
é um passeio aleatério simples. Estamos assumindo sem perda de generalidade, Sy = 0.

7.40.1 Resultados elementares

Teorema 7.173.
n

P == ( )

n+k n—=k

2 (1-p)z

Demonstragao. Considere uma realizacao do passeio aleatério de (0,0) para (n,S,,) com r passos positivos

e s passos negativos. Se S,, = k entao r-s = k e r+s=n. Logo r = "—;rk es =

2=k O nimero de tais

realizagoes é ( : ) e cada uma tem a mesma probabilidade, a saber p"¢®. Entao

Teorema 7.174. O passeio aleatdrio simples simétrico em Z (p=q= %) € recorrente.

Demonstragdo. Basta mostrar que o estado 0 é recorrente. Sem perda de generalidade assuma Sy = 0.

Entao, usando a Proposicao 7.172 precisamos mostrar que
o0
> P(S,=0) =00
n=0
E claro que nao podemos retornar a 0 em um nimero impar de passos. Isto é
P(S2n4+1 = 0) = 0 para todo n.
Note que qualquer seqiiéncia de passos de tamanho 2n de 0 para 0 é constituida de n passos para cima e

n passos para baixo e ocorre com probabilidade (0,5)™(0,5)™ =(0,25)™. Além disso, observe que existem

2n modos de escolher n passos dentre 2n. Entao

P(s =0)= (%) 0.2
Entretanto, a férmula de Stirling nos d4 uma boa aproximagao de n! para n grande:
n! ~ 27m(2)” onde a,, ~ b, significa Z—" —1
e n

Assim, para algum N suficientemente grande e todo n > N

1
P(Sop =0) > ———
Assim
o0 o0 1
P(Son=0)> > —— — oo
= PN

e o0 passeio é recorrente. [l
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7.40.2 Dualidade em Passeios aleatérios e Principio da reflexao

Afirmagao 7.1. Principio da dualidade
(X1,Xa, -+, Xp) tem a mesma distribuicao conjunta de (X, Xpn—1, -, X1)

A validade do principio da dualidade é imediata ja que as X;, ¢ > 1 s@ao independentes e identicamente

distribuidas.

Proposicao 7.175. Principio da Reflexao
Se x e y sdo positivos entdo o numero de passeios de (0,x) para (n,y) que tocam o eizo z é igual ao nimero

de passeios de (0,-z) para (n,y).
Demonstragao. Exercicio. O

Teorema 7.176. Teorema do Primeiro acerto
Seja b > 0. Entao num passeio aleatorio simples

b
P(Ty, =n) = ~P(S, = b)

Demonstragao. Seja N, (0,2) o ntimero de realizagoes possiveis de (0,0) para (n,x) (nimero de passeios
de comprimento n saindo de 0 e chegando a x). Seja ainda N%(0,z) o nimero de realizacdes possiveis
de (0,0) para (n,x) que passam em b pelo menos uma vez. Observe que se Ty, = n entdo X, = 1 e
Sn—1 = b—1. Entdo existem N,,_1(0,b— 1) passeios de (0,0) para (n — 1,b— 1) dos quais N2_;(0,b—1)
visitam b no trajeto. Cada uma dessas realizagoes tem probabilidade pnT%’lanfb. Usando o Principio

da reflexao:

ntb_q n—b
2 q 2

P(Top =n) = p(Nyp—1(0,b— 1) = N1 (0,b+ 1))p

n—1 n—1 ntb n—b b
~( ey )= (g o7 = rs -
2 2

n

|
O resultado a seguir mostra uma interessante propriedade do passeio aleatério simples simétrico.
P(Th1 < o0) =1, porém E[Tp] = oo
Proposicao 7.177. Num passeio aleatorio simples simétrico
E[To,l] = 0
Demonstragao.
- [ 2m+1
_ _ —(2m+1) _
E(TOl)ZP(SQm+11>Z<m+1 )2 =
m=0 m=0

O

Teorema 7.178. Teorema de Ballot
Seja S, um passeio aleatorio simples com Sy = 0. Entao
2n—1
r

P(J] Si # 0[S =2r) = -

. n
=1
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Demonstragdo. A prova é semelhante a da prova do teorema do primeiro acerto. Conte o nimero
NY,,_1(1,2r) de realizagoes de (1,1) para (2n,2r) que visitam a origem. A idéia é refletir o passeio
antes de seu primeiro 0 no eixo x, e assim mostrar que N9 _,(1,2r) = Na,_1(—1,2r). Como todas as

Na,, (0, 2r) realizagbes sdo igualmente provaveis, a probabilidade requerida é

N2n—1(1a2r) B NQOnfl(la QT) _ N2n—1(1a2r) - N2n—1(_1a QT) r

Ny (0, 2r) - Na,, (0, 2r) T

O

Exemplo 7.179. Considere a sequinte situacao. Em uma eleicdo apds a contagem dos votos o candidato
A garante a votos e o candidato B, b votos. Suponha a > b. Qual a probabilidade de que o candidato A
liderou durante toda a contagem? O Teorema de Ballot diz que esta probabilidade é

a—2>
a+b

O proximo resultado parece surpreendente porém é verdadeiro.

Teorema 7.180. Seja S,,n > 0 um passeio aleatdrio simples simétrico com Sy = 0. Entao
a) P(To = 2n) = P(Sap—2 = 0) — P(S2, =0)

2n
b) P(J] Sk #0) = P(Ty > 2n) = P(Sz, = 0)
k=1
Demonstragdo. Primeiro o item a. Pela simetria, principio da reflexao e usando o teorema do primeiro

acerto

T om—1 om—1 n

27 oy gz (=2 o 20
S oan—1 n o n—1 n

= P(Son_2 = 0) — P(5, = 0)

1 9—(2n-1) _
P(T) = 2n) P(Son1=1)= — ( 2n—1 >

Para o item b, observe que

P(To>2n)=1- ZP(TO =2k) = Z[P(S%—z =0) — P(Sa; = 0)]
k=1 k=1
=P(Ss, =0)

O proximo teorema lida com a taxa esperada na qual um passeio aleatdério assume novos valores.

Teorema 7.181.

= P( passeio aleatdrio nunca retorna a 0)

Demonstragao. Defina

Ik :{ 1 se Sk#Skfl,sk#Skfz,"'Sk#So,

0 caso contrario
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Entao n
Ry =Y Iy
k=1

Logo

B[R, =1+ P(lx=1)=1+ Y P(Sk # Sk_1,Sk # Sk—2,- Sk # S0)

k=1 k=1

=1+ P(Xp#0, X+ Xpo1 £0, Xp+ X1 + -+ X1 £0)
k=1

=14> P(X1#£0, X1+ Xo#0,-- X1+ Xo + -+ + Xx #0)
k=1

onde a ultima desigualdade segue da dualidade. Logo

n n

B[R =1+) P(S1#0,S#0, Sk #0)= > P(Typ > k)
k=1 k=0

onde Ty é o tempo do primeiro retorno a 0. Tomando k — oo

P(Ty > k) — P(Tp = o0) = P(passeio aleatdrio nunca retorna a 0)

Dai segue
E(R
lim (Fn) = P(passeio aleatério nunca retorna a 0)
n—oo n
O
Corolario 7.182. Considere um passeio aleatorio simples assimétrico, com p > %
E(R
lim (Fn) =2p—1
n—oo n
Demonstragao. Exercicio. O

Teorema 7.183. Em um passeio aleatorio simples simétrico o numero esperado de visitas ao estado k

antes de retornar a origem € igual a 1 para todo k # 0.

Demonstra¢do. Para k > 0 seja Y o niimero de visitas ao estado k antes do primeiro retorno a origem.

Y pode ser escrito da seguinte forma
o0
Y=Y 1I
n=1
onde

I — 1 se k é visitado no tempo n e nao ha retorno a origem antes de n
" 0 caso contrario

Ou de modo equivalente:

0 caso contrario

I _{ 1sesS,>0,5,_1>0,---51 >0,5, =k,
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Logo

EY] =) P(S,>0,8 1>0,--,5, =k)
n=1

P(Xn+...+X1>07Xn71...+X1>0,...X1:07Xn+...+X1:k)

I
K

3
Il
-

I
hE

PXi+ - +X,>0,Xy-+X,>0,--- X, =0, X1+ + X,, = k)

n=1

onde a ultima igualdade segue da dualidade. Portanto
E[Y]=Y P(S,>0,8,> 51, 8n > Sp_1,5 = k)
n=1

o0
= E P(passeio aleatdrio simétrico acertar k a primeira vez no tempo n)
n=1

P(passeio aleatério sempre alcangar k) = 1 (pela recorréncia).

7.40.3 O problema da ruina do jogador

Agora voltaremos nossa atencao para o problema da ruina do jogador descrito na introdugao. Lembre que
na dindmica da ruina do jogador, o capital acumulado pelo jogador ao longo das apostas pode ser visto
como um passeio aleatério. Nesse caso, a varidvel aleatéria X; representa o ganho do jogador na i-ésima
jogada. Vamos mostrar que mesmo estando em um “cassino justo”, com probabilidade 1, o jogador fica

sem dinheiro em algum momento.
Demonstragao. Seja h; = P;(acertar 0). Entdao h é a solu¢do minimal nio negativa de

ho =1

1 1
hzi = §hi+1 —+ 5}7@,1 para l:1,2,

Essa relacao de recorréncia tem solugao geral
h; = A+ Bi
Mas a restrigdo 0 < h; < 1 forca B = 0. Assim, h; = 1 para todo i. Dando o resultado desejado. [l

7.41 Aplicagoes atuais em passeios aleatérios- Frog model

Dentre uma variedade enorme de trabalhos envolvendo passeios aleatorios apresentaremos como exemplo
o modelo dos sapos (Frog Model). Este é um sistema de passeios aleatdrios simples sobre um grafo. Este
modelo pode ser descrito da seguinte forma. Existem particulas ativas e inativas sobre algum grafo. Cada
particula ativa realiza um passeio aleatério simples a tempo discreto. Quando uma particula ativa salta
sobre uma inativa, esta se torna ativa passando entao a realizar um passeio aleatério simples a tempo
discreto. No frog model existem algumas variagoes sobre a maneira pela qual uma particula ativa desa-
parece. Em “Phase transition for the frog model”por exemplo, cada particula ativa tem probabilidade

1-p de desaparecer a cada passo de seu passeio. A seguir apresentaremos a descri¢do de alguns artigos
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recentes envolvendo o frog model. A bibliografia completa destes artigos se encontra nas referéncias.

Random walks systems with killing em Z

Considere um sistema de passeios aleatdrios sobre Z na qual cada particula ativa realiza um passeio
aleatorio simples assimétrico e ativa todas as particulas inativas que encontra. O movimento de uma
particula para quando ela alcanga um certo nimero de saltos sem ativar nenhuma particula. Neste ar-
tigo é provado que se o processo conta com particulas eficientes (pequena probabilidade de salto para &
esquerda) localizadas estrategicamente sobre Z o processo pode sobreviver, tendo particulas ativas em
qualquer instante com probabilidade positiva. Caso contrario, é construido um processo que mesmo con-
tanto com particulas eficientes morre quase certamente. Isto é o que acontece se as particulas estiverem
localizadas inicialmente muito longe das outras ou se a sua probabilidade de salto para a direita tende a

1, porém nao tao rapido.

CLT for the infected proportion of individuals for an epidemic model on a complete
graph

Neste artigo, os autores provam um teorema central do limite para a proporcao de individuos in-
fectados para um modelo epidémico constituido por um sistema de passeios aleatérios simples a tempo
discreto sobre um grafo completo com n vértices. Cada passeio aleatério faz o papel de um virus. Um
virus duplica em cada instante em que encontra um individuo susceptivel e morre se acertar um individuo
ja infectado. O processo para quando nao existem mais virus. Individuos estao todos conectados como
vértices em um grafo conexo. Este modelo é préximo a alguns problemas em epidemiologia e disseminagao

de virus em uma rede de computador.

The shape theorem for frog model

Neste artigo, os autores provam um teorema de forma para um conjunto crescente de passeios aleatdrios
simples sobre Z%. A dinamica do processo é a seguinte. Existem particulas ativas que realizam passeio
aleatério simples a tempo discreto e particulas inativas que nao se movem. Quando uma particula inativa
é acertada por uma ativa ela também se torna ativa. No tempo 0, todas as particulas estao inativas,
exceto aquela localizada na origem. Os autores provam que o conjunto das posigoes originais de todas as

particulas reescalada pelo tempo converge para algum conjunto convexo compacto.

Phase transition for the frog model

Neste artigo, tém-se um sistema de passeios aleatérios simples sobre um grafo. Existem particulas
ativas e inativas sobre o grafo. Cada particula ativa realiza um passeio aleatdrio simples a tempo dis-
creto e em cada movimento desaparece com probabilidade 1-p. Quando uma particula ativa acerta uma
particula inativa, esta se torna ativa. Os autores apresentam resultados de transicao de fase e valores

assintOticos para parametros criticos para Z% ¢ drvores regulares.

Self avoiding random walks on homogeneous trees
Neste artigo, os autores consideram um sistema de particulas sobre uma arvore homogénea. No tempo

0 existe uma tnica particula sobre cada vértice da arvore estando apenas uma delas ativa. As outras
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se encontram inativas. Uma particula ativa realiza um passeio aleatdrio simples a tempo discreto inde-
pendente, tendo probabilidade 1-p de desaparecer em cada passo. Uma particula inativa se torna ativa
quando seu vértice é acertado por uma particula ativa. Os autores provam resultado de transigao de
fase para esse modelo exibindo limites para a probabilidade critica. A criticalidade é com respeito a

positividade da probabilidade do evento existir particulas ativas em qualquer instante.

Random walk systems on complete graphs

Neste artigo, os autores estudam duas versoes de sistemas de passeios aleatérios sobre grafos comple-
tos. No primeiro, os passeios aleatorios tém tempo de vida com distribuicao geométrica. Neste caso, é
identificado um parametro critico relacionado a proporgao de vértices visitados antes do processo mor-
rer. Na segunda versao, o tempo de vida dos passeios dependem do passado do processo de modo nao
markoviano. Para esta versao sao apresentados resultados obtidos de andlise computacional, simulagoes

e aproximagoes de campo médio.

Referéncias

[1] D. Stirzaker, Elementary Probability, Cambridge University Press, 2003.

[2] F.P. Machado, E. Lebensztayn, M. Z. Martinez (2005) Self avoiding random walks on homogeneous

trees
[3] F.P. Machado, E. Lebensztayn, M. Z. Martinez (2008) Random walks systems with killing em Z

[4] F.P. Machado, H. Mashurian, H. Matzinger (2008) CLT for the infected proportion of individuals for

an epidemic model on a complete graph
[5] J. Norris, Markov Chains, Cambridge University Press, 1996.
[6] R. Durret, Probability: theory and examples, (2nd edn.), Duxburry, Belmont. Calif.

[7] O.S.M. Alves, F.P. Machado, E. Lebensztayn, M. Z. Martinez (2006) Random walk systems on com-
plete graphs

[8] O.S.M. Alves, F.P. Machado, S.Yu. Popov (2002)Phase transition for the frog model.
[9] .S.M. Alves, F.P. Machado, S.Yu. Popov (2000) The shape theorem for the frog model.
[10] S.H. Ross, Stochastic Processes, Wiley Series in Probability and Mathematical Statistics, 1996.

[11] W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications, Wiley, New York,1966.



XXIII Semana do IME/UFG 93
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6.42 Introdugao

O principal objetivo destas notas é apresentar algumas técnicas usadas em andlise para resolver
problemas envolvendo equagoes diferenciais parciais lineares e nao linerares. Apresentaremos e faremos a
demonstracao do lema de Lax-Milgram em espacos de Hilbert e logo a seguir faremos trés aplicacoes. As
duas ferramentas principais a serem usadas no texto sao o teorema da representacao de Riesz, que pode
ser encontrado na referéncia [13] e o teorema do ponto fixo de Schauder, que pode ser encontrado, por
exemplo, nas referéncias [5] ou [9]. Os conhecimentos bdsicos para a leitura do texto, embora nao sao
estritamente necessarios, sao nocgoes de teoria das distribuigoes e espacos usuais de Sobolev, que podem

ser encontrados, por exemplo, nas referéncias [8] e [1] respectivamente.

6.43 Notacoes, Definicoes e Resultados Basicos

No que segue, denotaremos por C°(Q2),  C R™ um aberto, o espaco das fungdes de classe C>
com suporte compacto em ). Se « € N, D% é a derivada no sentido das distribuicoes de u, isto é,
(D%u, ) = (=1)1ol (u, D), ¢ € C2(2) e A é o operador laplaciano. Por H* denotaremos o espaco
usual de Sobolev modelado em L2, isto é, H*(Q) = {u € L?(Q) : D% € L*(Q), |a| < k}. A aplicagao

H* x H" : (u,v)  (u,v), = Z (D%u, D), -,
loo|<k

define um produto interno em H*. O nimero ||ul|,, , definido por
[lullk = 1/ (u )y,

é a norma em H* que provém do produto interno acima. Definimos também o espaco HE(Q2) como

ool e

sendo o fecho em H*((2), na norma de |-||, , do espago CZ°(€2), isto é, HF(2) = C2°(2)" *. Observemos

que H*(Q) e HE(Q) sdo exemplos de espacos de Hilbert, isto é, espaco vetorial normado, onde a norma

provém de um produto interno e que é completo em relagao a norma.

A seguir enunciaremos e demonstraremos o lema de Lax-Milgram, que pode ser encontrado, por

exemplo, nas referéncias [3] ou [5].

Teorema 6.184. (O lema de Laxz-Milgram) Sejam H um espago de Hilbert e

B:HxH—R, (u,v)— B(u,v)
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uma forma bilinear, continua e coerciva, isto €, linear separadamente em cada coordenada e existem

a, >0 tais que

D|B(u,v)] < allul|llvll, w,veH (continuidade)

2) Bllul® < B(u,u), ueH (coercividade).

Para todo F € H' (F : H— R, linear e continuo), existe um unico u € H tal que
B(u,v) = F(v), veH.

Demonstragao: Primeiramente demonstremos a unicidade. Suponhamos que existam w1, us € H, tais
que

B(uy,v) = F(v), B(us,v)= F(v),v € H.
Da linearidade de B, segundo a primeira varidvel, temos para qualquer v € H, a igualdade
B(uy — ug,v) = 0.
Em particular, tomando v = u; — us, obtemos a igualdade
B(uy — ug,u; —uz) = 0.

Da hipétese (2) sobre B, temos que
Bllur —usl[* =0,

portanto u; = ua.
Agora demonstraremos a existéncia; para isto usaremos o teorema da representacao de Riesz em
espacos de Hilbert. Fixemos u € H e definimos a aplicagao
H:— R, v— B(u,v).
Esta aplicacao ¢ linear e continua. Pelo teorema de Riesz, existe um tnico w € H tal que
B(u,v) = (w,v), v € H.

Isto define uma aplicagao
A:H— H, u—w= A(u), isto é,
B(u,v) = (A(u),v), v € H.

Afirmamos que a aplicacdo A é linear, continua e bijetora. Realmente,

(A(uy + ug),v) B(uy + ug,v) = B(uy,v) + B(uz,v)

= (A(u1),v) + (A(uz),v) = (A(u1) + A(uz),v), v € H.
Portanto
A(u1 —+ UQ) = A(U1> + A(’LLQ)

Claramente A(ku) = kA(u).
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Observemos que

1AMW)|* = (A(u), A(u)) = B(u, A(u) < olul[[|Au)]].

De onde obtemos a desigualdade

1A)]| < of[ul].

Isto demonstra a continuidade.

Para demonstrar a injetividade de A, primeiramente observemos que
IA@)Ilul| = [(A(u), u) | = [B(u,u)| = Bllul|*.
E portanto, temos a desigualdade
A = Bl|ull. (29)

Agora, se A(u1) = A(uz), entdo A(u; —ug) =0, e assim
0= [[A(u1r —u2)|| = Bllur — ual],

de onde cocluimos que u; = us.

Para provar a sobrejetividade, denotaremos por R(A) a imagem de A e queremos provar que R(A) =
H. Mostremos que R(A) é fechado. Seja w,, € R(A) com w, — w. Existe u,, € H tal que A(u,) = wy,.
A desigualdade (29) fornece a estimativa

1 1
l[un — um|| < BHA(un) — A(um)|| = Zllwn — wim|.

g

Como {w,} é de Cauchy, temos que {u,} é de Cauchy, e devido a complectude de H, existe u € H tal

que u, — u. Agora a continuidade de A fornece o diagrama

wy, = A(ug)
!
w = A(u),

e portanto w, — w; assim R(A) é fechado em H. A seguir mostraremos que R(A) é denso em H. Para
isto usaremos o seguinte resultado da analise em espagos de Hilbert: Sejam Vi C Vo espacos de Hilbert.
Se v eV, € tal que 0 =< v,w >, w € V1, entdo v =0, neste caso V1 € denso em Va. Agora seja v € H,

tal que v seja ortogonal a R(A), isto é,
0= (A(u),v), u € H, mas

(A(u),v) = B(u,v), u € H.

Em particular tomemos u = v e teremos 0 = B(v,v) e como §|[v||> < B(v,v) = 0, segue que v = 0.
Assim R(A) é denso e fechado em H, portanto R(A) = H, o que implica na sobrejetividade do operador
A.

Voltemos & demonstragio da existéncia. Como A : H — H é uma bijegéo, seja S o seu inverso, isto é,
S:H—H, w—u=S8Sw)=A"(w),
(operador solugéo) que é continuo, pois

1
[lul| < BHA(U)H e como A(u) = w, segue que S(w) = u e portanto
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ISl < Zllwll, S]] <

=
|

Isto conclui a demonstragao do teorema.

A seguir enunciaremos o teorema do ponto fixo devido a Schauder, que serd usado no exemplo 6.188.

Teorema 6.185. Sejam X um espac¢o de Banach, B C X um conjunto convezo, limitado e fechado e
T : B — B uma transformac¢ao continua e compacta, entao existe ponto fixo, isto €, existe x € B tal que
T(z) =x.

6.44 Aplicagoes

Exemplo 6.186. Dado f € L?(Q2), Q C R™ aberto, o problema

—Au+u= f,em Q
u=0, em 09,

tem tinica solugio u € Hg(S2).

Demonstracao: faremos inicialmente a formulacao variacional do problema (30). para isto multipli-
cando a equagdo por v € C2°(f), em seguida integrando em € e aplicando integrac¢ao por partes, obtemos

a expressao
Vu-Vv—i—/uv: fu.
Q Q Q

Chamando

B(u,v) = /Q(Vu - Vo +uwv)dz = (u,v), , (31)

temos que B : H} x H} — R é bilinear. A desiguadade de Cauchy-Schwartz fornece a estimativa
[B(u,v)| < |lull1l|v]l,
assim B é continua. Fazendo v = u em (31), obtemos que
|B(u,u)| = lullf,

portanto a coercividade de B.

Por outro lado, definindo F' : H} — R, por

Fw)= [ fudz,
Q
temos, imediatamente que F' é linear e continua e portanto, pelo Lema de Lax-Milgram 6.184, existe uma
tinica u € H}(Q), tal que
B(u,v) = F(v), v € H} ().

Esta u é a solucao de nosso problema.

Exemplo 6.187. Dado f € L*(2), Q C R™ aberto limitado, o problema

{ —Au=f, em Q (32)

u=0, em 09,

tem tnica solugdo u € Hg(Q).
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Demonstracdo: Seguindo os mesmos passos do exemplo acima, definimos B : Hi x H} — Re F :

H} — R, respectivamente, por
B(u,v) = / Vu-Voude e F(v) = / fudx.
Q Q
A linearidade e continuidade de F' ja foram verificadas acima. Claramente B é bilinear e
|B(u, v)| =|/ Vu - Vudz| < |lull[[v]1,
Q

produzindo portanto a continuidade de B.Usando a desigualdade de Poincaré, dada abaixo, valida em
dominios limitados

ulle < C@.8) 3 (D4, D)., ue HE(S), (33)
la|=k

temos que

1
B(u,u) = [ [Vul* = [[[VulllZ> > = llullf.
) cQ)

Concluimos portanto, que B é coerciva. A solugdo do problema (32) é obtida via o teorema de Lax-
Milgram.

A seguir usaremos o Lema de Lax-Milgram para estudar um problema nao linear.

Exemplo 6.188. Consideremos o sequinte problema: Encontrar p e k de modo que dada f € LP(Q),

eziste uma tnica u € HY(Q) tal que

(34)

—Au=f+u% em QCR"
u=0 em 0.

Na tentativa de resolver este problema, dividiremos o procedimento em quatro passos a seguir
19 passo: Dada g € L*(Q), pelo exemplo (6.187), existe uma tnica solugdo w € HE(Q), para o

problema

—Aw=g, em QCR"
w=0, em Q.

Na realidade, devido & teoria de regularidade, ver [6], a solucdo w estd também em H2()) e pela desi-

gualdade de Poincaré (33), temos a estimativa
[lwll2 < Cllgl|z2- (35)

20 passo: A solucdo é ponto fixo da seguinte transformacao: Dado v € E (a ser escolhido), seja

w =T (v) a solugdo do problema

—Aw=f+v* em QCR"
w=0, em 0.

O ponto fixo u de T, se existir, é solugdo do problema (34). Observemos que se v € Hi (), entdo

lolze = (f 1l =1 ity

e portanto |[v?||r2 = ||v[|34 e assim

10?22 < ClJo]f} < o0,
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onde usamos a imersao de Sobolev H} () C L*(9), caso particular da imersio H}(Q) C L9(2), 2<¢q <
2 quando n =3 e k = 1. Assim se (f 4+ v®) € L?, o primeiro passo garante que w € H (), portanto
temos a aplicacao

T: HY Q) — H}(Q).

39 passo: A seguir demonstraremos que a transformacao T definida acima tem um ponto fixo. Para isto
uzaremos o teorema do ponto fixo de Schauder, teorema 6.185.
Afirmamos que T dada acima é compacta, isto é, se D C Hg (£2) é limitado, entdo T'(D) é relativamente

compacto em H} (). Realmente, se v € D temos que w = T'(v) satisfaz a desigualdade

lwll2 < CIIf +v?[[z2 < .C(Ifllz2 + [v*|z2) < C(II£llz2 + Cllv][3).

Como H? C H!, segue que T'(D) é relativamente compacto em HJ(Q) (||w||x < ||w|l2 < C(||f||z2 +
Cllvl[?)-

Afirmamos que T é continua; realmente, sejam vy, vy € Hg(Q), w1 = T(v1) e wy = T(v2), avaliemos
[|T(v1) — T(v2)||1. Temos que
—Aw; = f + 0%,
—Awqy = f + ’U%.
(w1 — w2)|aQ =0.

Da estimativa (35), obtemos as desigualdades

IN

llwy — wa||2 < CJv] — V3|12

- a/wuwﬁm—mmw
Q

< a/m+wmﬂ/m—wm%
Q Q

= C|lv1 + val|Lal|v1 — v2]|La-

w1 — w21

E assim temos a desigualdade
llwy —wallr < Cllvr + val1lfor — vall1. (36)

49 passo: Encontrar um convexo fechado e limitado adequado. Tentemos bolas centradas na origem.

Seja v € HE(Q) tal que ||v||; < R. Temos que
lwlls = 7@ < llwlle < ClIflle + Cllol2 < Cllflle + CR? < R.
Portanto basta escolher R suficientemente pequeno de modo que
C||fllz2 + CR? = R <0.
Observemos que, para que isto ocorra, basta impor a seguinte condigao sobre f
4C%|Ifll 2 < 1.

Assim tomando p = 2 e || f]| 2 suficientemente pequena (satisfazendo a condigao acima) o problema (34)

tem solugdo em H{ ().
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Resta mostrar a unicidade. Para isto suponhamos que existam duas solugdes u; e us de (34). Da

desigualdade (36), temos que

IN

[[ur — uallx ClJurllr + [|uz|[1)l[ur — vzl

IN

2CR||u1 — uall1-
Escolhendo R tal que 2CR < 1 obtemos, da estimativa acima, que

llur — uzlly < [Jur — uzlfy,
e portanto a unicidade.
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8.45 Introducao

O produto entrelagado (wreath) é uma ferramenta poderosa para a obtengao de exemplos de importantes
resultados em teoria de grupos. Ele aparece de maneira natural em determinados contextos, como
por exemplo na estrutura dos subgrupos de Sylow de grupos simétricos que envolve o resultado de
L. Kaloujnine [1], além do famoso Teorema da Imersao de produto entrelagado [3], que garante que a
extensao de um grupo A por um grupo B pode ser imerso no produto entrelagado de A por B.

O grupo de automorfismos de arvores regulares uni-raiz pode ser representado como um produto
entrelagado. Este grupo tomou notoriedade quando certos exemplos de subgrupos com as propriedades:
finitamente gerado, periédico e infinito, foram construidos dentro dele. A partir de entdao, tem sido
crescente o interesse pelo estudo desses grupos. Muitos fatos sobre sua estrutura tem sido esclarecidos e
outros exemplos inéditos de grupos satisfazendo certas propriedades especificas foram definidos.

Neste minicurso faremos um estudo introdutério sobre o produto entrelagado de grupos e apresenta-
remos o grupo de automorfismos de arvores a partir deste estudo. O objetivo principal é apresentar o
produto entrelagado restrito e permutacional, e observar o grupo de automorfismo de arvores como um

produto entrelacado, propondo uma visualizagao geométrica possibilitada pelo grafo da arvore.

8.46 Conceitos Basicos

Nesta secao sao introduzidos alguns conceitos béasicos da teoria de grupos e algumas propriedades sao

apresentadas.

8.46.1 Acgao de Grupos

Definicao 8.189. Se X ¢ um conjunto nao vazio, um subgrupo G do grupo simétrico Sx (Sym(X)) ¢é

chamado um grupo de permutacdo de X.

Dois elementos = e y de X sao G-equivalentes se existe uma permutacao 7w em G tal que xw = y. Esta
é uma relagao de equivaléncia em X. As classes de equivaléncia sao conhecidas como G-érbitas; a érbita
contendo z é G = {an|m € G}. G é transitivo se dados z,y € X existe 7 € G tal que zm = y. Segue
que G ¢ transitivo se, e somente se existe exatamente uma G-érbita.

Se Y C X, o estabilizador de Y em G, Stc(Y) ou Gy é o conjunto das permutagdes em G que

deixam fixos todos os elementos de Y.

Definigcao 8.190. Seja G um grupo e X um conjunto ndao vazio. Por uma agao a direita de G em X

entendemos uma fungao ¢ : X Xx G — X tal que

(x,9192) = (7, 91)p, 92)p, (T,€)p = x.
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Assim, para g € G fixo a aplicacdo ¢, : X — X, £ — xg é uma permutacao de X e, portanto, a
acao de grupo determina um homomorfismo § : G — Sx, g — 4. Reciprocamente, se 6 : G — Sx ¢
um homomorfismo (uma tal fungao é denominada uma representacao por permutagao de G em X), entao
a aplicacao

0: X xG—X, (z,9) — (z)pg.

é uma acgao a direita de X. A representagao por permutacao de G em X, 0 : G — Sx é fiel se

Ker(0) = {e}, i.e.,, G é isomorfo a um grupo de permutagio de X.
8.46.2 Produto Semi-direto

Definicao 8.191. Um grupo G € o produto semi-direto de seus subgrupos K e H se:
(1) K < G;

(it) G=KH;

(iii) KNH=e

Denotamos G = K x H. Notamos que todo produto direto é também semi-direto.

Exemplo 8.192. O grupo simétrico S,, n > 3, é um produto semi-direto do grupo das permutacoes

pares A, pelo grupo ciclico de ordem dois Co, escrevemos S, = A, x Cs.

Considere grupos arbitrarios H e K, com H agindo sobre K via 1, isto é,
O H — Aut(K),h— (y : k— k).
Seja G ={(k,h) | k € K, h € H} e definamos a operagao:
(K, h)(k1, h1) = (KK, hhy)

onde k, ky e Keh, hy € H.
Podemos verificar que G é um grupo e além disso temos que K1 = {(k,e) | k € K} e Hy = {(e,h) | h €
H} sao subgrupos de G tais que K1 < G, K1 NHy = {e} e G = K1 H;. Assim G é o produto semi-direto

de K; =2 K por H; & H. Dizemos também que G é o produto direto externo de K por H induzido
por 9 e denotamos por G = K x4 H ou simplesmente por G = K x H.

8.47 O Produto Entrelagcado Permutacional e Regular

Sejam (A4, X) e (B,Y) grupos de permutagoes, onde o grupo A age sobre o conjunto X e o grupo B sobre

y. Denote por Z o produto cartesiano X x Y. Denotaremos:

e AY: produto direto irrestrito (ou cartesiano) de cépias de A indexadas por Y;

e AY): produto direto restrito (ou produto direto) de cépias de A indexados por Y.

Cada elemento de AY serd visto como uma funcdo f : Y — A. Podemos também vé-lo como um vetor
ou uma sequéncia. Além disso, o elemento f € AY tal que f(y) = ae f(y') =e, Vy # ¢y’ € Y serd algumas
vezes escrito como a,. Em termos de sequéncia, ou de vetor isto significa que f = (e, -+ ,e,a,¢e,---) = ay,

onde o elemento a ocupa a y-ésima coordenada.
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e AY é0 grupo das fungdes f : Y — A com a multiplicacio usual: (f.9)(y) = f(v).g9(y), Vf, g € AY.
e Seja f € AY. O suporte de f é o conjunto s(f) ={y €Y | f(y) # e}.

o A ¢ o subgrupo de AY, onde f € AY) se f € AY e f tem suporte finito.
Definimos uma acio de B em AY por
’l/):BXAY—)AY, (bvf)’_)fba

onde fo:Y — A, fo(y) = f(yb™ 1), Yy e Y.

Podemos interpretar f(y) como um termo da sequéncia f que se encontra na posi¢do y. Entéo
f(y) = f(yb~1) é um termo da sequéncia f° que se encontra na posicao y. Segue que f° é uma sequéncia
obtida da sequéncia f permutando suas coordenadas.

Segue do fato de 1) ser acdo que, para cada b € B, 1 : AY — AY | f — f é uma permutacio de

AY . Temos que

\I/:B—>S(AY), b'—>wb,

¢ um homomorfismo. Mais ainda ¢, é isomorfismo. Segue que 1, é automorfismo, para cada b € B.

Agora, ¥ pode ser escrita da seguinte forma
U : B — Aut(AY).

Além disso WU é injetora (se A # e). Portanto, B pode ser considerado como um grupo de automorfismos
de AY.

Estamos aptos a definir o produto semi-direto G de AY por B:
G = AY Ay B,
aqui consideramos a operagao
bt
(f1,01)-(f2,02) = (fifa" ,b1b2).
O produto semi-direto GG definido age em Z = X x Y.
8.47.1 Definicao de Produto Entrelacado
Com a mesma notagao acima, vamos definir o produto entrelacado de grupos.

Definicao 8.193. Sejam (A, X) e (B,Y) dois grupos de permutagoes, definimos o produto entrelacado

permutacional AWry B de A por B como o produto semi-direto de AY xy B.

O produto entrelagado restrito Awry B de A e B, é definido de maneira andloga: Awry B =
AY) xg B. O grupo AY (AY)) em AWry B (Awry B) é denominado grupo base. Existem duas

imersdes do grupo A no grupo base AY que serdo de interesse:
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e imersdo diagonal: 7: A — AY a+ f,, onde f,(y) =a, Yy €Y;

e imersio em componentes: fixe y € Y e considere ¢ : A — AY, a + f,, onde f,(y) = a e

JW)=e Yy#y,y Y.

Note que um grupo age sobre si mesmo por multiplicacao a direita. Esta acao produz uma representacao

por permutacao de G em G: ¢ : G — Sg denominada representacao regular a direita.

Definigao 8.194. Sejam A e B dois grupos considerados como grupos de permutacdes em suas repre-
sentagoes requlares (i.e. A e B agem fielmente sobre si mesmos). O produto entrelacado regular de

A por B é o produto entrelagado AWrpB(AwrpB), geralmente denotado por AWrB (AwrB).
Apresentamos a seguir dois exemplos de produto entrelacado regular.

Exemplo 8.195. CowrCy ¢é isomorfo ao grupo diedral Dg. De fato considere CowrCy = AwrB onde
A= <:C> eB= <y> Entao temos AB = <:L'> X <:L'> = {(6,6), (6,1‘), (:L',S), (;L',:L')} = {(alaay) | ar, Gy € <£L'>}

A agdo de <z><y>, permuta as coordenadas, por exemplo
(alv ay)y = (ay’ al)'

Assim, CowrCh = ((-T> X (-T>) X <y> = {((eae)ae)v ((e’e)vy)a ((eax)ae)’
((e,2),9), (,€),€), ((z, €),y), ((x, 2), €), ((x, 2), y)}-

Note que:

e (i) a=((e,e),y) tem ordem dois.

e (ii) b= ((e,x),y) tem ordem quatro.

o (iii) abab = e.

o (iv) CowrCy tem ordem oito.
Segue de (i) a (iv) que CowrCy € isomorfo ao grupo Dg = (a, b | a®> = b* = (ab)? = e).

Exemplo 8.196. IRwrIR é um grupo com dois geradores que possui um subgrupo que nao € finitamente

gerado. De fato, Considere IR(;) a projegao de R na coordenada i,
Ry = (fi € R | fi(4) = bi5)

onde,

0ij=1, sei=je€d;; =0, sei #j

Segue que IRy = ((--+,0,1,0---)) = IR onde 1 ocupa a i-ésima coordenada e IR(;) < R . Observamos
ainda que

RurR = R™ xR = (R™ R) = (R, R | i€ R) = (R, R).
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Temos a a¢do IR x RT) — RUD  (n, f) — f*; f(z) = f(z —n), e IR age transladando em n

coordenadas a f. Em particular, IR age em IR;:
IR x Ry — Ry, (n, fi) — [

onde f'(j) = fi(j —n).
Observamos que se f; € IRy, fi(j) = 6ij. Paran € IR, fI'(j) = fi(j —n) = Si(j—n), logo, f{(i+n) =
fi(i) = 1. Assim, se o valor 1 ocupa a coordenada i da f, entdo o valor 1 ocupard a coordenada i + n

da f". Isto mostra que a ag¢ao de IR sobre IR(;y € a de transladar n coordenadas o elemento 1. Assim,

I = fitn-
Observamos ainda que o grupo base IRV = @ierIR) € um subgrupo de IRwrIR (visto como R(F)
{0}) que € infinitamente gerado pois a soma direta dos IRy, i € IR, € abeliano livre de posto infinito.

Agora, vamos mostrar que IRwrIR € 2-gerado, mais especificamente, para i € IR, i fixo, temos

RuwrIR = {(fi,0),(0,1))
onde f; € IR(;), i@ € IR. De fato, para k € IR,

(f:,0)\%%) = (0, —k)(f:,0)(0, k)
= (04 fF, =k +0).(0,k)
=(fF,—k+k)

= (

ferk; )

Isto mostra que (f;,0) e (0,1) geram os elementos (f;,0) € RwrlR, Vj € IR.
Segue qu61R1+k ((fl) ) ( )>7 VkEIRa fi-‘rk(_)(fi-‘rkao) €B‘—><(f“0),(0,1)>, Z‘—>(0,Z)

Assim,

RwrR = (R, IR | i € R) < {(£:,0),(0,1)) < RurlR.

Na verdade IRwrIR néo é finitamente apresentado, veja [5].

8.48 Arvores Regulares

Seja Y um conjunto que chamaremos alfabeto. Por M = M (Y') denotamos o conjunto

{vive---yn |yi €Y}

de todas as palavras finitas sobre o alfabeto Y, incluindo a palavra vazia ¢. Em outros termos, M é o
mondide livre gerado por Y. Seja 7y o grafo cujo conjunto de vértices é M e tal que dois vértices sao
conectados se, e somente se eles sdo da forma v e vy, onde v € M ey € Y. O grafo 7y é uma arvore
que chamaremos drvore reqular uni-raiz ou simplesmente drvore reqular, onde a palavra vazia é a raiz.
Quando Y| = n, escreveremos Ty = 7,,. Para Y = {1,2} temos a drvore bindria 75, veja figura 16.

Definindo sobre M uma relacao de ordem < dada por:
v < u <= u é prefixo de v,

temos que a arvore Ty é o grafo de (M, <).
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Figura 16: arvore binaria 7

O comprimento de uma palavra v € M (o ntimero de letras dela) é denotado por |v], onde |¢| = 0. A

fungao comprimento | |: v+ |v| induz uma distancia entre os elementos de M dada por:
d(u,v) = u] + |v] = 2|w],

onde w é o maior prefixo comum entre u e v. Assim, (M, d) é um espago métrico.

Para k > 0, conjunto Y* = {v € M | |v| = k}, é denominado k-ésimo nivel de Ty .
8.48.1 O Grupo de Automorfismos de Arvores Regulares

Dados duas arvores Q e R, uma aplicagao a : @ — R é um isomorfismo se ela é bijetora e preserva a
adjacéncia dos vértices; isto é, se para quaisquer dois vértices adjacentes v, vy € M os vértices (v)a e
(vy)a sdo também adjacentes.

Para cada u € M, considere a subdrvore u7y = {u.v | v € M} de 7Ty que possui u como raiz. Agora
note que u.v — v é um isomorfismo de u7y em 7Ty .

Uma aplicagdo a : Ty — Ty é um endomorfismo da drvore Ty se ela preserva a adjacéncia dos

vértices.
Definicao 8.197. Um automorfismo de uma drvore regular Ty € um endomorfismo bijetor de Ty .

Equivalentemente, podemos dizer que um automorfismo de uma arvore regular 7y é uma bijecao sobre
M que preserva a funcao distancia d. Um automorfismo de uma drvore regular 7y é também denominado
uma isometria de Ty .

O conjunto dos automorfismos de 7y forma um grupo que denotaremos por A = Aut(7y) e chama-
remos grupo dos automorfismos de Ty ou grupo de isometrias de Ty .

Dada uma permutacao o € P(Y), o grupo das permutagoes de Y, podemos estendé-la a um automor-

fismo de 7y da seguinte forma:
(yu)o = (y)ou, YyeY, Yue M.

Por outro lado, um automorfismo o € A induz uma permutagdo o4(cr) sobre o conjunto Y. Assim,
podemos escrever o = o .04(), onde o estabiliza Y ponto a ponto. Para cada y € Y, o induz sobre

a subarvore y.7y um automorfismo «). Considerando o isomorfismo y.7y — 7y podemos identificar

/
Y
/

y como um elemento de A. Desta forma, podemos considerar o’ como

y. Ty com 7y e assim identificar «

uma func¢ao de Y em A e assim temos que

A=AY xP(Y),
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onde AY = F(Y,A) é o grupo das funcdes de Y em A. Isto significa que podemos ver o grupo de
automorfismos de drvores como um produto entrelagado: A = AWryP(Y). Denotamos «; por a, e

escrevemos o = (ay )yey.0g(). A acdo de o em Ty é dada por:
(yuw)a = (y)og(a).(w)ay, Yy eY, Vue M.

Podemos repetir para a, o mesmo processo de descricdo visto para o, assim oy = (Qyz)zcy.0p(ay) €
podemos repetir novamente o processo para cada oy,. Sucessivos desenvolvimentos de a produzem, para
cada v € M, um automorfismo o, = (owi)iey.0¢(ow). Vamos denotar o4(ay,) por o,(a) e a por ag.
Podemos entao considerar os conjuntos X(a) = {ou(a) | u € M} e Q(a) = {ay | u € M}. O conjunto
Q(a) é denominado conjunto de estados de a. Um estado «, de a é dito ser ativo se o, (a) # e, caso
contrario, ele é denominado inativo.

Seja a € A. Escrevemos o = a9 e denotamos por a(!) o automorfismo de 7y onde (a(l))y = q,

k) o automorfismo de Ty onde

VyecY,eos(aV) = e Indutivamente, para k > 1, denotamos por al
(a®), =aF=D ¥y eV, eos(a®) =e Porexemplo, se Y = {1,2,---,n}, temos a(!) = (a,--- ,a) e

a®) = (o= ... a®*=1) ¥V k> 1, onde os vetores possuem n coordenadas.

Definigao 8.198. Seja G < Aut(7y).

(i) O estabilizador em G de um vértice v € Ty, € o subgrupo
Gy ={a e G| (v)a =uv}.

(i1) O estabilizador do k-ésimo nivel é o subgrupo Stg(k) = [\ Gy.
veEY'*
(131) G € nivel-transitivo se ele age transitivamente em todos os niveis da drvore Tp,.

Observagao 8.199.
(i) Seja G < Aut(Ty), entao ¥V k > 1, Stg(k) € um subgrupo normal de indice finito em G; [ Sta(k) =
{e} e Sta(k+1) < Sta(k). =
(¢4) O grupo de automorfismo Aut(7T,) € um grupo profinito. Se T, ; denota a drvore n-dria truncada no
nivel j, entao

Aut(7,) = limAut(T,, ;).
Notamos que T, ; € finita, ¥ j > 0 e portanto Aut(7, ;) € também finito, ¥V j > 0. Quando |Y| = 2,
temos que Aut(Tz ;) = Wi_1wrCs, onde W;_1 € o produto entrelacado iterado j—1 vezes de Ca, o grupo
ciclico de ordem 2. Portanto, Aut(T3 ;) € um 2-grupo finito e assim, Aut(73) € um grupo pro-2. Mais

detalhes podem ser encontrados em [9].

8.48.2 Automorfismos com um Numero Finito de Estados

Um automorfismo de 7y pode ser interpretado como um autémato de Mealy que é uma mdquina de

Turing definida por uma séxtupla (Q, L, T, f,1, qo), onde:
e (Q é o conjunto de estados;
e L ¢é o alfabeto de entrada:

e I' é o alfabeto de saida;
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y/z
—_—

Figura 17: Diagrama de Moore

1/2
-
—_—
1/2
1/2 2/2 2/1 2/2
(D@ @@ D@

Figura 18: Diagrama de Moore de A(a) onde a = (o, a?)o

2/1

e f:0Q x L — @ éafuncao de transicao de estados;
e [:Q xL—T éa funcao de saida;
® ¢y é o estado inicial,

Um autémato é finito se o conjunto de estados @ ¢ finito, veja [10] e [4].

Para um automorfismo o € A, associamos o autémato A(«a) dado pela séxtupla A(a) = (Q =
Q(a),L=Y,T =Y, f,1,q0 = ), onde as fungdes [ : Q(a) XY — Q(a) el : Q(a) x Y — Y sdo dadas
por f(auy,y) = ay, e l(ay,y) = z, onde z = (y)ay. A(a) é denominado o autémato de .

E conveniente definir autématos usando o diagrama de Moore. Para o automato Ala), « € Ao
diagrama de Moore é um grafo orientado, com os vértices identificados com os estados Q(«). Se z = (y)au,,
entdo temos uma aresta iniciando em «,, finalizando em «,,, e rotulada por y/z,ondeu € M ey, z €Y.

Veja figura 17.
Exemplo 8.200. Seja o = (o, a?)o € Aut(Tz) onde o = (1 2). Entdo, o® = (a3,a?) e

2k 3k 3k)

a — (a e a2k+1 — (a3k+1,a3k+2)0..

)

Entdo Q(a) = {a® | k > 1} é um conjunto infinito e seu autémato é portanto infinito. O diagrama de

Moore de A(a) € dado na figura 18.

Exemplo 8.201. Seja a = (e,e,a)o € Aut(73) onde o = (1 2 3). Entdao Q(a) = {e,a} e seu autémato
¢ portanto finito. O diagrama de Moore de A(«) € dado na figura 19.

Definigao 8.202. O automorfismo o € Aut(Ty) € denominado um automorfismo com um nimero finito

de estados se Y e Q(a)sdo conjuntos finitos.

2/3 1/1, 2/2, 3/3
T\ 3D
OO,

Figura 19: Diagrama de Moore de A(a) onde o = (e, e, )0
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Assim, o € Aut(7y) é um automorfismo com um ndmero finito de estados se, e somente se o autémato
A(a) é finito. Para quaisquer automorfismos a e 3 em Aut(7y) temos que Q(a™!) = Q(a)™! e Q(aB) C
Q(a)Q(f). Ainda, os autématos com um nimero finito de estados formam um conjunto enumeravel. Seja

Fy o conjunto dos automorfismos com um nimero finito de estados. Entao temos a seguinte proposicao.
Proposicao 8.203. O conjunto Fy € um subgrupo enumerdvel de Aut(Ty).

Exemplo 8.204. Um exemplo de grupo gerado por automorfismos de finitos estados pode ser obtido como
segue: para um primo p impar consideramos o, a extensao da permutacdo (1,2, -+, p) a um automorfismo
de T,. A acao de 0, em T, ¢ a de permutar ciclicamente o primeiro nivel. Agora, consideremos v =
(op, szl, e, ,e7) € Aut(7,). O grupo G = (vy,0p) € conhecido como p-grupo de Gupta-Sidki. Este
grupo € um p-grupo infinito, possui expoente infinito além de outras propriedades. Se p = 3, temos que

v = (03,05",7) e Q(y) ={e, 03,05 ", 7}.
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9.49 Introdugao

Existem varias maneiras de ocorréncia dos corretores de erros em nosso dia-a-dia. Por exemplo, quando
assistimos televisao, falamos ao telefone, ouvimos a gravagao musical em um CD, ou simplesmente nave-
gando pela INTERNET. Um cédigo corretor de erros é, basicamente, uma forma organizada de acrescen-
tar algum dado a cada informagao que precise ser transmitida ou armazenada, de modo que permita, ao
recuperar a informacao, detectar e corrigir os erros no processo de transmissdo da informagao. A teoria
dos codigos é um campo de pesquisa atual, muito atraente, tanto do ponto de vista cientifico quanto
tecnolégico. A teoria dos c6digos mistura conceitos e técnicas importantes da Algebra abstrata com
aplicagoes imediatas da cotidiano, mostrando que sofisticagao tecnolégica torna cada vez mais imper-
ceptivel a relagao entre a chamada matematica pura e a matemdtica aplicada. Este mini-curso tem por
objetivo apresentar e desenvolver os fundamentos matematicos dessa teoria. Como trata-se de um assunto

com varias ramificacoes dentro da matemaética, nos ocuparemos com aspectos de natureza algébrica.

9.50 Cdbdigos Corretores de Erros

Todo canal corrompe o sinal transmitido, devido ao ruido inerente. Isto faz com que ocorram erros
e, assim, a mensagem originalmente transmitida nao pode ser reconstruida no receptor. Para tanto, o
codificador de canal faz a adicao controlada de redundéancia, para que a mesma possa ser explorada no
decodificador de canal, a fim de corrigir erros, se possivel. As técnicas de correcdo de erros podem ser
classificadas em dois grupos: FEC (Forward Error Correction), onde se utilizam cédigos corretores de erro
para fazer a corregdo no receptor (dai o forward), e ARQ (Automatic Repeat reQuest), que, na ocorréncia
de um erro, detectado por um codigo detetor de erro, emite um pedido de retransmissao da mensagem,
ou de parte dela. O melhor desempenho do sistema é atingido utilizando-se ambas as técnicas. Caso nao
houvesse os cddigos corretores de erro, o nimero de pedidos de retransmissao poderia ser alto, fazendo
com que o vazao do sistema caisse demais. Com o uso de cddigos corretores de erro, é possivel fazer com
que a taxa de erro caia a patamares pequenos, de tal forma que o niimero de retransmissoes atinja um
ponto aceitavel. Contudo, podemos pensar em usar um cdédigo bem poderoso para que a taxa de erro caia
a valores suficientemente baixos, de forma a tornar praticamente inexistentes os pedidos de retransmissao.
Contudo, codigos poderosos exigem uma redundancia elevada e, portanto, a taxa de transmissao de dados
cal excessivamente. Assim, existe um compromisso entre correcao de erro e taxa de retransmissao. No
presente capitulo, temos a intencao de fazer uma breve introdugao a Teoria de Codificacao de Canal, que
é uma vasta area de intensa pesquisa e desenvolvimento de técnicas que objetivam adicionar o minimo
de redundancia e obter o méaximo de protecao contra erros, buscando ficar dentro de certos limites de

recursos computacionais no processo de decodificagao. Os cédigos corretores de erro podem ser divididos
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em dois grandes grupos: cédigos de bloco e cédigos convolucionais. Dentro de cada grupo existe uma

vastidao de tipos de codigos, para as mais diversas situagoes.

9.50.1 Cdbdigos de Bloco

Os c6digos de bloco operam sobre sistemas algébricos chamados corpos algé-
bricos. Simplificadamente, um corpo é um conjunto de elementos nos quais podem-se realizar as operagoes
de adigao, subtragao, multiplicacao e divisao sem sair do conjunto. A adigdo e a multiplicagdo devem
satisfazer as propriedades comutativa, associativa e distributiva. Quando assumimos um conjunto de
nimeros inteiros 0,1,2,....p-1, onde p é um ndmero primo, e usamos as operacoes de adicao mdédulo-p
e multiplicacdo mdédulo-p, obtemos um conjunto que obedece as condi¢bes para ser um corpo, ao qual
se dd o nome de corpo primo, ou Galois Field (GF), em homenagem ao seu descobridor. Este corpo
é representado por GF(p) e pode ser estendido, sendo sua extensdo denominada de GF(p™), onde m é
um ndmero natural. Nos sistemas de comunicac¢ao e armazenamento de dados, os corpos GF(2™) séo
amplamente usados. Todas as operagoes sobre os cédigos sao feitos sobre GF.

A codificagao é feita utilizando-se uma matriz G de um cédigo C(n,k). Essa matriz possui dimenséo

k x n, com k linhas independentes.

9.50.2 Cdbdigos Convolucionais

Os cédigos convolucionais foram introduzidos primeiramente por Elias [3] em 1955 como uma alternativa
aos c6digos de bloco. Em 1961, Wozencraft [11] propde o processo de decodificagdo diferencial como uma
forma eficaz de se fazer a decodificagao. Dois anos depois, Massey em 1963 propoe uma técnica chamada
de decodificacao por limiar, que é menos eficiente mas mais simples. Isto tornou possivel a implementacao
prética destes cédigos em sistemas de comunicagéo com e sem fio. Entao em 1967, Viterbi [10] propoe um
esquema de decodificagao por seqiiéncia de méxima verossimilhanga, também conhecido por decodificagao
de Viterbi, que tinha uma implementagao relativamente simples para cddigos com pouca meméria. Essa
técnica, juntamente com uma versao aprimorada do processo de decodificacao diferencial, fez com que os
c6digos convolucionais fossem utilizados em sistemas de comunicacao via satélite e comunicagao de espago
profundo ja no comego da década de 70. Os codigos convolucionais costumam ser mais comuns que 0s
c6digos de bloco, por terem implementacao mais simples. Seu desempenho é igual, quando nao é maior,
ao dos bons cédigos de bloco. Tal desempenho é atribuido usualmente a possibilidade de implementacao
pratica do processo de decodificagao suave, que também existe para cddigos de bloco, mas tem altissimo
custo computacional. O processo de codificacao é feito por meio de deslocadores de registro, que também
é utilizado em c6digos de bloco (cédigos ciclicos). Além disso, com auxilio do método de puncionamento
[1], que consiste em se excluir periodicamente algumas saidas do equalizador, a fim de aumentar a taxa
do codificador, é possivel utilizar um mesmo decodificador para trabalhar com diferentes taxas. E claro
que o aumento da taxa tem sua contrapartida pois, ao se excluir algumas saidas do codificador, perde-se
em protecao contra erros. Da mesma forma que os cédigos de bloco, os cédigos convolucionais também

possuem uma representacao matricial.
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9.51 Preliminares

Nesta secgao sao introduzidos os conceitos béasicos da teoria de codigos e algumas propriedades sao
apresentadas. Um estudo mais detalhado pode ser encontrado em [6],[4]e[8].

Algumas notagoes:

- IF, denotard um corpo finito com g elementos.

(F)" ={x=(z1,22,....xn) 1 x; € Fy}
9.51.1 Alfabeto
Definicao 9.205. Um alfabeto finito € simplesmente um conjunto finito IFy.

n

Definicao 9.206. Diremos que C € um cddigo de comprimento n (sobre Fy) se C C (Fy)" .

Observagao 9.207. Assim, C € dito um cddigo q — ario. Desse modo, tem-se cédigos bindrios (¢ = 2),

terndrio (¢ = 3), ete.

9.51.2 Distancia de Hamming

Para se identificar as palavras mais préximas de uma dada palavra recebida com erro e estimar qual foi

a palavra c6digo transmitida, apresentaremos um modo de "medir”a distancia entre palavras de (F,)" .
Definigao 9.208. A distancia de Hamming entre z,y € (F,)" € dada por: d(x,y) =#{i:x; #y;}.

Exemplo 9.209. Seja Fs e consideremos (Fg)s.

d((0,0,1),(1,1,1)) =2
d((0,0,0),(1,1,1)) =3
d((1,0,0),(1,1,0)) = 1.

Proposigao 9.210. A distancia de Hamming é uma métrica, ou seja:
(a) d(x,y) =0<=w=y;
(b) d(x,y) =d(y,x), Vz,y € (Fy)";

(c) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vz,y,2€ (F,)"

Demonstragao. Exercicio. O
Definicao 9.211. A bola de centro a e raio v é definida por By (a) = {x € (F,)" : d (x,a) <r}.

9.51.3 Distancia minima de um cédigo

s

Definigao 9.212. A distancia minima de um cédigo C C (Fy)" ¢é

dmin (C) = min{d (x,x") : x,x" € € :x # x’}
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Exemplo 9.213.
Seja C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)} C (F2)5 .
dim (C) = 3.

Proposigao 9.214. Seja C um cddigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sao palavras distintas de C,

entao By (c) N By (c/) = @, em que t = [%] :

Observagao 9.215. [x] : parte inteira do nimero *.

Demonstra¢ao. Exercicio. [l
Teorema 9.216. Seja C um cddigo com distancia minima d. Entao C pode corrigir até t = [%} erros.
Se d é par, o cddigo pode simultaneamente corrigir % erros e detectar até g erros.

Demonstracao. Exercicio. [l

Definicao 9.217. Seja C C (F,)" um cddigo com distancia minima d e seja t = [%} O cédigo C

serd dito perfeito se U B: (x) = (F,)".
xeC

1. O c6digo do Exemplo 3.9 nao é perfeito, pois trata-se de um cédigo C C (F2)° e |J By (c) # (Fa)®
ceC

9.52 (Cébdigos Lineares
Na prética, a classe de cédigos mais utilizada é a denominada classe dos c6digos lineares.

Definig¢ao 9.218. Um cddigo C C (F,)" é chamado de cédigo linear se for um sub-espago vetorial de
(Fg)" -

Nota 9.5. Assim, C € um espago vetorial de dimensdo finita. Sendo k a dimensdo do cddigo C, todo
elemento de C pode ser escrito de modo tinico da seguinte maneira:(x) cyuy + aguz + -+ - + Qgpug, a; €
Fy, i =1,2,..,k; em que {ui,uz, - ,ux} € uma base de C. Como o; € Fy, i = 1,2,....k; existem g

possibilidades para cada um dos o; em (x). Logo existem ¢* elementos em C, isto é, M = |C| = ¢* e

q

k—loM
q = 198¢ -

consequentemente dimC = klog] = log

Definicao 9.219. Dado ue (Fy)", o peso de u é o mimero inteiro:

W(u)=#{i: u; # 0}. Ou seja, W(u)=d(u,0)=0, em que o é o vetor nulo de (F,)" .
Definigao 9.220. O peso de um cddigo linear C, € o inteiro

W(C) =min{W(u):ue C cC (F,)"}

Proposicao 9.221. Dado um cédigo linear C C (F,)" com distancia minima d, temos que:
(i) Yu,v € (Fy)", d(u,v) = W(u —v)
(ii) d =W(C).

Nota 9.6. Em virtude desta proposicao, a distancia minima de um codigo linear C serd também chamada

de peso do cddigo C.
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9.53 Construindo Cédigos Lineares

E sabido, em Algebra Linear, que existem duas maneiras de se escrever sub-espagos vetoriais C do espaco
vetorial (F,)" . Uma como imagem e a outra como nticleo de uma transforamagao linear.

Obteremos a representacao de C como imagem de uma imagem de uma transformacao linear:

T o (Fq)k - (Fq)n

X — u

em que X = (x1, T2, ..., Tp) € W=21U1 + Toug + -+ + zxur. T é uma transformagao linear injetora. As-
sim, dar um cédigo C C (F,)" de dimensao k é equivalente a dar uma transformacao linear injetora

T : (F)" — (F,)" e definir C = Im(T).
Exemplo 9.222. Considere a transformagao linear

T o (F)? — (Fy)°

(1'1;1'2) — (:E1,:C2,ZL'1,Z'1+1'2,1'2) .

Temos que

T(zlv'r?) = (050705070)756 ($1,1‘2,1‘1,£L‘1 + 1'27562) = (05070507())5

ou seja, ©1 = x2 = 0. Logo Ker(T)={(0,0)}. Portanto, T é injetora e dai Im(T) = C (a imagem de T

é um coédigo C). Como x1, x5 € Fo, temos |C| =22=/ ¢
C ={(0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0),(1,1,1,0,1)}.
Além disso, W(C) =3 e C corrige t:[%] =1 erro.

9.53.1 Matriz Geradora de um Cdédigo

Definig¢ao 9.223. Dado um cddigo linear C C (F,)", chamaremos de parametros do cdédigo linear C
os inteiros (n,k,d), em que k € a dimensdo de C sobre Fy, d representa a distincia minima de C en é

denominado o comprimento do cddigo C.

Seja o cédigo linear C=[uy, u,, ..., u;] com B = {u;, u,,...,u,} base de C. A matriz

é chamada de matriz geradora de C associada a base

B = {uj,uy,...,u.}

Exemplo 9.224. Do exemplo anterior B = {(0,1,0,1,1),(1,0,1,1,0)} € uma base de C e
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€ uma matriz geradora do cddigo linear C. De fato,

(0 0) ((1) (1) (1) } é):(o,o,o,o,o),
(0 1) ((1) (1) (1) } (1)):(1,0,1,1,0),
(1 o)((l) (1) (1) i (1))(0,1,0,1,1),
(1 1)(2 (1) (1) i (1)>(1,1,1,0,1).

De maneira geral, consideramos a transformacao linear definida por

T (Fq)k - (Fq)n
b'q — xG
Se x = (1,2, ..., Tp), temos T (x) = xG =x1u1 + Taus + - - - + xpUk, OU seja, T ((Fq)k) = C. Podemos,
entao, considerar (IFq)k como sendo um cédigo da fonte, C o cédigo do canal e a transformagao 7', uma
codificagao.

Além disso, ressaltamos que a matriz geradora G néo é tnica, pois ela depende da base B. Portanto,
mudando para uma base B, teremos uma outra matriz geradora G para o mesmo cédigo C. Da Algebra
Linear, sabemos que G pode ser obtida de G através de operacoes elementares com as linhas de G e vice
versa.

Os cddigos podem ser construidos a partir de matrizes geradoras G. Basta tomar uma matriz cujas
linhas sejam linearmente independentes e definir um cédigo como sendo a transformacao linear

T o (Fq)k - (Fq)n

x — xG

Cddigos equivalentes

Definigao 9.225. Seja F, um alfabeto e n um nimero natural. Diremos que uma fungdo T : (F,)" —

(Fy)" € uma isometria de (Fy)" se ela preserva distancias de Hamming, isto é:
d(T(u),T(v)) = d(u,v);u,v € (Fg)".

Defini¢ao 9.226. Dados dois cddigos C e C' em (Fy)", diremos que C' € equivalente a C se existir

uma isometria T de (Fy)" tal que T (C) = C'.

Observamos que dessa definicao decorre que dois codigos equivalentes tém os mesmos parametros

n7 k) d)
T é injetora = leva base em base (k)
pois{s T é isometria = preserva distancia (d)
T o (Fg)™ — (F)"

A equivaléncia de cdédigos é uma relagdo de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva).
Uma forma mais simples de se obter a partir de um cédigo linear C um cédigo C’ equivalente é

efetuando-se sequéncias de operagoes sobre a matriz geradora G do cddigo linear C , do tipo:

e Permutacao de duas colunas
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e Multiplicacao de uma coluna por um escalar nao nulo.

Dessa forma, obtém-se uma matriza geradora G’ de um cddigo linear C’ equivalente a C, observando
que realizar operagoes deste tipo em G, implica realizi-las em todas as palavras de C, o que caracteriza
a isometria 7.

A matriz G pode ser colocada na forma padrao efetuando-se as ope-

raragoes elementares sobre as linhas ou colunas de G. Denominaremos G* a matriz de G na forma padrao.
G* = [Ix |4]

Assim, dado um cédigo C, existe um cédigo C’ com matriz geradora G* na forma padrao.

Exemplo 9.227. Dado o cddigo C definido sobre Fo pela matriz G abaizo, encontre um cdédigo C’

equivalente a C, com matriz geradora na forama padrdo. T : (F2)4 — (I[?g)6

1 1 1 0 1 1
0O 1 0 0 1 1
G = 1 01 1 0 1
01 11 01
De G, temos que k =4, n=6¢ |C| =2 =16
Ly /1 1 1 0 1 1\ Ly+L;s 1 11 0 1 1 L3+ Ly
Ly, O 1 0 0 1 1 01 0 0 1 1
Ly |1 0 1 1 0 1 01 01 1 0
Ly \O 1 1 1 0 1 01 1 1 01
C1 C2 C3 C4 Cj Cg
1 11 0 1 1 Lo+ 14 1 01 0 0 0\ Ls+1I14
01 0 0 1 1 01 0 0 1 1
01 01 1 0 01 0 1 1 0
0O 01 0 1 1 =~ 0 0 1 0 1 1 =
1 0 0 0 1 1 Lo+ L3 1 0 0 0 1 1 C3 <> Cy
01 0 0 1 1 01 0 0 1 1
01 01 10 00 01 01
0O 01 0 11 =~ 001 0 11 ~
1 0 0 0 1 1
01 0 0 1 1
0010 0 1 = [I4|A] em que
0O 001 11
1 0 0 0 11
01 0 0 11
=19 0 1 047 {0 1
0001 L) o mery=axa
9.54 Cébdigos Duais
Dados u = (u, ug, ..., up), v = (vi,ve,...,v,) € (F,)", o produto interno de u e v é definido como sendo

(u,v) = urv1 + ugvy + + -+ + UpUy.

Propriedade 9.1. (u,v) = (v,u)

Propriedade 9.2. (u+ \w,v) = (u,v) + A (w,v) para todo A € F,.
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Definigao 9.228. Seja C C (F,)"

um codigo linear, o codigo

Ct={ve (F,)": (u,v)=0,Vuec C}

€ chamado de codigo dual de C.

Lema 9.229. Se C C (F,)"

Demonstracdo. (i) Dados u,v € Ct e A € K, temos para todo z € C, que (u + \v,x) = (u, x)+ A (v, z)

0 e portanto, u + Av € C*, provando que Ct é um sub-sepago vetorial de (F,)" .

(i) C*+ ¢ um sub-espago vetorial de (F,)

(i) 1€ Ct & Gat =0

n

€ um codigo linear, com matriz geradora G, entdo

(i) © € Ct & z é ortogonal a todos elementos de C < Gx* = 0 pois linhas de G formam uma base

de C.

Proposigao 9.230. Seja C C (F,)"

na forama padrdo. Entao

(i) dimCt =n —k
(ii) H=[—A*|I,,_1] ¢ uma matriz geradora de C*.

Demonstragio. (i) Temos que v € Ct < Gvt = 0. Se v = (v1, va, . . .

Assim:

Logo:

1 0

0 1

0 0

0 0
U1

V2

U1 =

Vg =

Ve =

0 0 0 |
0 0 0 |
|
0 |
1

1
0

Vg

*(al,k+1-vk+1
*(az,k+1-vk+1

*(ak,k+1-vk+1

ail k+1
a2 k+1
Ak k+1
+aq k41-Vg41
+a2 k+1-Vk+1
+ak,k+1-Vk+1
+ . 4+
+ . 4+
+ . 4
U1
V2
v =

Uk

ain
azn

Ak,n kxn

a1,n,-Vp,)
az,n-Up,)

A, n-Un)

U1

LUn

,Un) temos o sistema a seguir:

- nx1

0

kx1

O

¢ um cddigo linear de dimensdo k com matriz geradora G=[Iy |A],
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——(a1,k+1-vk+1 + -+ al,n-vn)_
—(a2,k+1-Uk+1 + -+ ag.nvp)

— (k1 Vg1 + -+ + QkynUn)

v =
Uk+1
Vk+2
(- Un -
—a1,k+1 —Aa1,n
—a2 k+1 —a2.n
—Qk,k+1 —ag,
UV = Uk+1 4o, "
1 0
0 0
- 0 - - 1 -
em que Vgt1ie, Vk+2, - - - Un € Fq. Como F, possui ¢ elementos, existem g~ kHD+L — gn—Fk possibilidades

para v, ou seja, C* possui ¢" % elementos, o que significa que sua dimensao é n — k.
(i) As linhas de H séo linearmente independentes, devido ao bloco I,,_;. Portanto geram um sub-

espaco vetorial de dimensao n — k. Desse modo, a i — ésima linha de H, denotada por H;;1 <1¢ < n —k,

é dado por:
H; = (—ai, —az, ..., —ar, 0, 0, ... 1, 0, ..., 0)
/
Posicao @

e a j — ésima linha de G, denotada por G;;1 < i < k é dada por

Gj:(O, 0, 1, 0, ey 0, 51, A2, ..., ajn,k)
T
Posigao j
Dai, (H;, G;) = —a;; + aj; = 0, ou seja, todas as linhas de H sdo ortogonais as linhas de G. Logo, o

espaco gerado pelas linhas de H est4 contido em C*, e como esses dois espacos tém a mesma dimenséo,

eles coincidem, mostrando assim que H é uma matriz geradora de C+. [l

Proposicao 9.231. Seja C um cddigo com dimensdio k em (Fq)" com matriz geradora G. Uma matriz
H de ordem (n — k) x n, com coeficientes em F, e com linhas linearmente independentes, é uma matriz

geradora de C* se, e somente, se GH' = 0.

Demonstragao. Exercicio. [l
Corolario 9.232. (C+)" =C

Demonstragao. Exercicio. O

Como consequéncia temos a seguinte

Proposicao 9.233. Seja C um cdédigo linear e consideremos H wma matriz geradora de C*. Temos

entdo que: v € C & Huvt = o.
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Demonstragio. ve C < v e (CJ‘)J_ < Hvt =o. O

Esta proposicao fornece uma maneira de caracterizar os elementos de um cédigo C por uma condigao
de anulamento. A matriz H, geradora de C*, é chamada matriz verificacio de paridade de C.

Exemplo 9.234. Seja dado o cddigo C sobre Fy com matriz geradora G = ((1) (1) I (1) D . Verifique

se o vetor v = (0, 1, 1, 1) € (]F2)4 pertence a C.

Solugao 9.235. Nesse caso, temos A = (1 1) e —At = (1 0) e dat
|

0 1 1
0
E

1 0 1
H—(1 1] 0
0
1 0 1 0 1 1
w1000, 1] =)
1 1 0 13><4 i 0

Além disso,

N

Definigao 9.236. Dados um cédigo C ,com matriz de verificagio de paridade H, e um vetor v € (F,)",

chamamos o vetor Hv! de sidrome de v.

A matriz de verificagdo de paridade de um cédigo C determina ,de maneira simples, se um vetor
v € (F,)" pertence ou nio a ele. Além disso, contém, de forma muito simples, informagdes sobre o valor

do peso W do cédigo C.

Proposigao 9.237. Seja H a matriz de verificacdo de paridade de um cddigo C. Temos que o peso de C

€ mator do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s—1 colunas de H sao linearmente independentes.

Demonstragio. (<)Admitamos que cada conjunto de s — 1 colunas de H ¢é linearmente independente.

Seja v € C—{o},v = (v1,v2,...,v,) e sejam Hy, H,, ..., H, as colunas de H. Como Hv' = o, temos
que v1H; +voHy + - - - + v, H,, = 0. Além disso, sabemos que W(C) é o ndmero de v; #0; ¢ =1,...,n.
Logo se W(C) < s — 1 terfamos uma combinacdo de s — 1 ou menos colunas de H igual ao vetor nulo,
com coeficientes v; ndo todos nulos. Mas contraria a nossa hip6tese. Logo, W(v) > sV v € C e, portanto
W(C) > s.

(=) Admitamos que W(C) > s.

Suponhamos por absurdo que H tenha pelo menos um conjunto com s — 1 colunas linearmente
dependentes, digamos, H; 1, H, o,..., H; ;_;. Logo, existiria v; 1,v;2,...,vis—1 € Fy, nem todos nulos,
tais que

vitHi1 +vioHio+ - +vs-1H; 51 =0
o que é equivalente a Hv! = o0, com
V= (0,...Ui,l,o,...,Ui,s_l,o,...,()) S (Fq)n
Nesse caso, v € C e W(C) = s — 1, 0 que contraria a nossa hipdtese. O

Teorema 9.238. Seja H a matriz de verificacao de paridade de um codigo C. O peso de C € igual a s,
se e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem s colunas de H

linearmente dependentes.
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Demonstragao. (=) Admitamos W (C) = s.

Pela Proposicao 6.10 todo conjunto de s — 1 colunas de H é li-
nearmente independente. Se nao existir pelo menos um conjunto com s colunas de H linearmente depen-
dentes, ter-se-ia pela proposigao anterior que W(C) > s+ 1, o que é absurdo.

Portanto, existe pelo menos um conjunto com s colunas de H que é linearmente dependentes.

(<) Todo conjunto com s — 1 colunas de H é L.I. e existe um conjunto com s colunas de H que é
L.D.

Pela proposigao anterior tem-se que W(C) > s. Mas W(C) nao pode ser estritamente maior do que
s, pois pela proposicao anterior, todo conjunto com s colunas de H seria linearmente independente, o

que é absurdo. Portanto, W(C) = s. O

Corolario 9.239. Limitante de Singleton: Os pardmetros (n,k,d) de um cddigo linear satisfazem a

desigualdade d<n — k + 1.

Demonstragdo. Seja H uma matriz de verificacao de paridade de um cédigo linear C, com parametros
( n,k,d). Entdo o posto de H é n — k, pois a mesma é uma matriz de ordem (n — k) X n, isto é, n — k
linhas linearmente independentes. Logo, cada coluna de H tem n — k entradas, ou seja, comprimento
n — k, ou ainda estao em (]Fq)nfk . Pelo teorema anterior, quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente
independentes.

Como um conjunto de vetores de (Fq)n_k que é L.I. tem no maximo n— k vetores, entao d—1 < n—k.

Daid<n—k+1. (|

9.55 Decodificacao

Decodificagao é o procedimento de detecgao e correcao de erros num determinado cédigo.

Inicialmente, define-se o vetor e como sendo a diferenca entre o vetor recebido r e o vetor transmitido

e=r—v

Se H é a matriz de verificagao de paridade do cédigo, temos que:
He' = H(r — v)' = Hr'—Hv' = Hr', pois Hv! = o

Portanto, a palavra recebida r tem a mesma sindrome do vetor erro e.

Seja H; a i — ésima coluna de H. Se e = (a1, aa, ..., a,) entao
n
> oH; = He' = Hr".
i=1
Lema 9.240. Seja C um cddigo linear em (F,)" com capacidade de corregio de erros igual a k. Se

re (Fy)" e v € C sao tais que d(v,r)< k, entao existe um tunico vetor e com W(e) < k cuja sidrome ¢é

iqual a sindrome de r e tal que v=r-e.

Demonstracao. De fato, v=r-e tem a propriedade do Lema, ja que
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Para provar a unicidade, suponhamos que e = (a1, az,...,a,) €

e = (a,d,...,al) sejam tais que W(e) < k e W(e’) < k e tenham a mesma sindrome que r. Entao,

se H é uma matriz de verificacao de paridade de C, temos

He! = He'' — iaiHi = ia;Hi,

i=1 i=1
o que nos dé uma relagio de dependéncia linear entre 2k(< d — 1) colunas de H. Como quaisquer d — 1

colunas de H séo linearmente independentes, temos a; = « para todo ¢, logo e = €. O

Exemplo 9.241. Determine e quando W(e) < 1. Admitamos que o cddigo C tenha distancia minima
d> 3 e que o vetor erro e, introduzido entre a palavra transmitida v e a palavra recebida r, seja tal que
W(e) < 1. Isto €, o canal introduziu no mdzimo um erro. Se He' = o, entio rc C e se toma v = 7.
Suponhamos He' # o, entio W(e) =1 e, portanto, e tem apenas uma coordenada ndo nula. Nesse caso,

consideremos que e = (0,...,q,...,0) com o # 0 na i — ésima posicao. Logo,
Het = CYHZ'.

Portanto, ndo conhecendo

He' = Hr! = aH;,

podemos determinar € como sendo um vetor com todas as componentes nulas exceto a i — ésima compo-

nente que € a. Note que i acima é bem determinado, pois d > 3.

Tlustragao 9.242. Seja C o cddigo do Exemplo 5.3. Esse codigo tem matriz teste de paridade
1 01 00
H=(1 1 0 1 0
01 0 01

Seja r=(1,0,1,0,0) uma palavra recebida, logo,

Portanto, e=(0,0,0,1,0) e, consequentemente,
v=r—e=(1,0,1,1,0.

Com base no exemplo anterior, serd estabelecido um algoritmo de deco-
dificacao para codigos corretores de um erro.

Considere H a matriz de verificagdo de paridade do cédigo C e seja r o vetor recebido.(Admitamos

d>3)

(a) Calcule Hr'.

(b) Se Hr' = o, aceite r como a palavra transmitida.
(c) Se Hr' =s # o compare s com colunas de H.

(d) Se existirem 7 e « tais que s' = oH;, para a € F,, entao e é a n = upla com « na posi¢ao i e zeros

nas outras posicoes. Corrija r pondo v =1 — e.
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(e) Se o contrério de (d) ocorrer, entdo mais de um erro foi cometido.

Considere C um c6digo corretor de erros em (F,)" cuja matriz de verificagao de paridade é H. Sejam

d—1

d a distancia minima de C e k = [ 5

] .Recorde que e e r tém a mesma sindrome e se
W(e) = d(r,v) <k,

entao e é univocamente determinado por r.
Seja u € (Fy)" . Defina
u+C={u+v:veC}

Lema 9.243. Os vetores u e v de (Fy)" tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+ C.
Demonstragio. Hu' = Hv! <= H (u—v)' =o<=u—-v e C < uecv+C. O

Exemplo 9.244. Seja C o (4,2)-cddigo gerado sobre Fo pela matriz
1 0 1 1
01 0 1)°

C = {(O’ 0’0’ 0) ) (170’ 17 1) ? (07 1’07 1) ? (17 1) 170)} )

Logo,

e as classes laterais sequndo C sdo:
(0,0,0,0) + C ={(0,0,0,0),(1,0,1,1),(0,1,0,1),(1,1,1,0)}
(1,0,0,0)+ C ={(1,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0,1),(0,1,1,0)}
(0,1,0,0)+ C ={(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,0,0,1),(1,0,1,0)}
(0,1,0,0) + C ={(0,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,0,0)} .

Uma correspondéncia 1-1 entre classes laterais e sindromes é estabelecida pelo Lema acima. Todos os

elementos de uma classe lateral tém a mesma sindrome.

Definicao 9.245. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento lider dessa

classe.

Proposicao 9.246. Seja C um cddigo linear em (Fy)" com distancia minima d. Se u € (F,)" € tal que

wos 5]

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

Demonstragio. Suponhamos que u e v € (F,)" com W (u) < [—] e

W (v) < [%} . Seu — v € C, entao

W (= v) < W (u)+ W (v) < {u} ; {T] <d-1.

Logo, u — v = o e, portanto, u = v. ([l
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Observagao 9.247. :Para achar lideres de classes, tomamos os elementos u tais que W (u) < [%} .

Cada um desses elementos € lider de uma e somente uma classe. Esses lideres sao todos aqueles de peso

d—1

5 } , 08 outros lideres nao serao considerados. Agora discutiremos um algoritmo de

menor ou igual a [

correcao de mensagens que tenham sofrido um niumero de erros menor ou igual a capacidade de corre¢ao

do cddigo, que € k = [%} .
Determine todos os elementos de u € (F,)", tal que W (u) < k. Em seguida, calcule as sindromes

desses elementos e coloque esses dados numa tabela. Seja r uma palavra recebida.

O Algoritmo de Decodificagao

(1) Calcule a sindrome s* = Hr".
(2) Se s estd na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por s; troque por r —I.

(3) Se s nao estd na tabela, entdo na mensagem recebida foram cometidos mais do que k erros.

Justificativa: Dado r, sejam v e e, respectivamente, a mensagem transmitida e o vetor erro. Como
He' = Hr', temos que a classe lateral onde e se encontra estd determinada pela sindrome de r. Se

W (e) < k, temos que e é o tnico elemento lider [ de sua classe e, portanto, é conhecido e se encontra
na tabela. Consequentemente,v =r —e = r— [ é determinado.
Exemplo 9.248. Considere o codigo linear definido sobre Fo com matriz de verificagdo de paridade
10 01 01
H=(0 1 0 1 1 0| . Observe que

001 0 1 1
n-k=38, como n=06, entao k=3. Alé disso, duas a duas, as colunas de H sdao L.I. e existem trés colunas

1°,2" e 4° L.D. Logo, d = 3, pois s — 1 = 2 e portanto, t=1. Os vetores de (FQ)G com W (u) <1 e suas

respectivas sindromes estao relacionados na tabela abaixo:

|| Lider || Sindrome ||
[ (0.0.0.0.00) | (0,0.0) ]
[(0.0000.1) [ (1.0 |
[ (0,0,00.10) ] (0.1,1) ]
[ (0.00,1,00) ] (1.1,0) ]
L (0.0.1,000) ] (0,01) ]
[(0.1,0,0,0,0) ] (0.1,0) ]
| (1,0,0,0,0,0) ] (1,0,0) ]

Suponhamos que a palavra recebida seja:
(a) r = (1,0,0,0,1,1). Logo, Hr' =(0,1,0)" e, portanto
e =(0,1,0,0,0,0).
Consequentemente,

v=r—e=(1,0,0,0,1,1)— (0,1,0,0,0,0) = (1,1,0,0,1,1).

(b) r= (1,1,1,1,1,1). Logo, Hr' =(1,1,1)! que ndo se encontra na tabela. Sendo assim, foi cometido

mais do que 1 erro na mensagem r.
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9.56 Conclusao

O mini-curso apresenta e desenvolve os fudamentos mateméticos da Teoria dos Cédigos. E por se tratar

de um vasto campo tendo vérias ramificacoes em diversas areas da matematica, concentra-se nos aspectos

de natureza algébrica.
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Em problemas préticos existem situagbes em que a covaridvel (varidvel explicativa) é observada com
erro de mensuragao, ou seja, nao é observada diretamente. Um exemplo é apresentado por Fuller (1987),
em que o interesse consiste em relacionar a producao de um certo cereal com o nivel de nitrogénio
disponivel no solo. A concentragao de nitrogénio é obtida indiretamente através de andlises laboratoriais,
sujeitas a erros. Aoki et al. (2001) realizaram um estudo em que o interesse é comparar a eficicia de
dois tipos de escovas de dentes na remocgao de placa bacteriana; a covariavel é o indice de placa antes da
escovagao e a variavel resposta é o indice de placa apds a escovagao. Neste caso, é razdavel supor que a
covariavel esta sujeita a erros de medigao, pois a quantidade de placa bacteriana é avaliada imprecisamente
e é determinada de forma semelhante antes e apds a escovacao. Nos exemplos apresentados acima os
modelos com erros de medigao, também chamados de modelos com erros nas variaveis, podem ser usados.

Para definir o modelo linear com erros nas varidveis consideramos primeiramente o modelo de regressao
linear simples

Y =a+ fBr; + e, (37)

com i =1,2,...,n. Neste caso, a quantidade x; nao é observada diretamente mas com erros de medida.

Denotaremos tal erro por u;. Entao o valor que se observa é
X =x; + uy, (38)

com i = 1,2,...,n. As suposigoes sobre o modelo sao: E(e;) = 0 = E(u;), E(x;) = p, Var(e;) = o2,
Var(u;) = o2, Var(x;) = o2, Cov(e;,e;) = 0 = Cov(us,uj), i # j e Cov(e;,u;)) = Cov(wi,e;) =
Cov(z;,u;) = 0. E comum se supor que o vetor aleatério (4, e5,u;) T segue uma distribui¢io normal
trivariada. Aqui, consideramos uma familia de distribuigoes multivariadas que tem como caso espe-
cial, a distribuicado normal e a distribuicao t-Student multivariada. Mais especificamente admitimos que
(z4,ei,u;) " tem distribuicdo eliptica trivariada. Assim, o vetor aleatério Z; = (V;, X;) T tem distribuicio
eliptica bivariada (Fang et al., 1990) com vetor de locagao u, matriz de dispersdo X, sendo
o+ 202 + 02 o2
w=ulf) = ( P > e B=3(0)= ( TG >

Como o modelo definido em (37)-(38) ndo ¢ identificdvel é comum supor que a razao A\ = 02/02 ou
Az = 02 /02 é conhecida (Fuller, 1987), ou que o intercepto  é conhecido (Aoki et al., 2001).

Inferéncia em modelos com erros nas variaveis, em particular para o modelo acima, é usualmente
baseada em aproximagoes assintéticas de primeira ordem, que podem ser pouco acuradas quando a
amostra é pequena ou mesmo de tamanho moderado. Em geral, esse é o caso do teste da razao de
verossimilhangas sinalizada, cuja estatistica, r, tem distribuicao assintética normal padrao, sob a hipdtese

1/2

nula, com erro de ordem n~"/“, onde n é o tamanho da amostra. Com o objetivo de melhorar esta
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aproximacao, Barndorff-Nielsen (1986) propds uma nova estatistica de teste, r*, que, sob a hipétese nula,
tem, assintoticamente, distribuicio normal padrio com erro de ordem n=3/2. A estatistica r* depende de
uma estatistica ancilar tal que, juntamente com o estimador de maxima verossimilhanca, constitua uma
estatistica suficiente para o modelo. Esta estatistica modificada é dada por r* = r — (1/r)log~, onde
7 envolve a matriz de informacao observada e quantidades denominadas por derivadas com respeito ao
espago amostral. Nosso objetivo é obter v no modelo com erros nas varidveis dado em (37)-(38), quando
a variavel aleatoria Z; segue uma distribuigao eliptica bivariada.

Realizamos um estudo de simulacao de Monte Carlo para avaliar a eficdcia do ajuste de Barndorff—
Nielsen. Na Figura 1 temos o grafico dos quantis exatos versus quantis assintoticos das estatisticas r e
r* quando a distribuicao considerada é normal, a razao A, é conhecida e n = 10. Observamos que o
teste baseado em r* tem desempenho melhor que o baseado na estatistica original r, pois a estatistica r*

apresenta quantis mais préximos dos quantis da distribuicao normal padrao do que a estatistica r.

n=10
2_
1 4
i |-
wa 04 " F
b=
E]
(]
-1 -
>
T T T T T
-2 -1 1] 1 2

Quantls assintéticos — N0, 1)
Figura 20: Gréfico dos quantis assintéticos versus quantis das estatisticas r e r*
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XXIIT Semana do IME/UFG 128

Problema de Valores de Contorno e Teoria de Sturm-Liouville aplicados ao
escoamento de fluido em uma rocha porosa.

Macédo, A. S., Silva, T. S.
Graduandas em Matemadtica - UEG/Ipora

Orientador:Prof. Rodrigo Miyasaki
UEG - Ipora
76200-000 Ipora-Go
E-mail: rodrigomiyasaki@yahoo.com.br

Um meio poroso, como por exemplo o solo, uma rocha, ou qualquer outro corpo poroso permite a passagem
de algumas substancias por meio de um solvente. O transporte destas substancias pode ser causado por alguns
processos fisicos e quimicos, os processos fisicos envolvem a advecgdo, processo pelo qual o soluto é transportado
pela dgua em movimento, dispersao hidrodindmica e dispersdo mecanica. Este trabalho centra-se em um exemplo
como os casos citados.

Problema

Pelos poros de uma camada de rocha porosa, flui 4gua com soluto. O soluto é transportado pelo movimento total
do fluxo da dgua que é chamado de avecgao. Este transporte também pode ocorrer pela dispersao mecanica, que
acontece pelas variagoes da velocidade da dgua dentro dos poros, observe a figura 1.

Figura 1: Rocha Porosa

A forma unidimensional da equagao de avecgao - dispersdo para um soluto nao reativo dissolvido em um meio
poroso saturado, homogéneo isotrépico sob um fluxo uniforme constante é:

Ci+vCy =DChz 0<zx<L, t>0

Onde C(z,t), é a concentragao do soluto, v é a velocidade média linear da dgua, D é o coeficiente de dispersao
hidrodinamica e x é o comprimento do caminho. Suponha que as condigdes de contorno sejam

C0,)=0  Co(L,t)=0, t>0

e condigao inicial

C(z,0) = f(x), 0<xz<L.

utilizando o método de separagdo de varidveis e Teoria de Sturm-Liouville, admite-se a seguinte solugao
oo
C(z,t) = Z ane " Ple2D sin(f,x)
n=1

ilustrada pelo seguinte grafico

Gréfico 1: Concentracao em fungdo do tempo e espaco

Resultados Obtidos

A superficie ilustrada pelo gréafico tem coordenada Z para a concentragao, x é o caminho percorrido e y o tempo.
O desenvolvimento da solugdo em fungdo do tempo e do espago é justamente aquele proposto pelas condigoes de
contorno que rege como serda a solugao nas extremidades e a condicao inicial que vai se modificando de acordo
com a solugao dada.

Referéncias
[1] B. William, R. Diprima, ”Equagdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno”, LTC, Sao
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Objetivo da Pesquisa

O objetivo do trabalho serd mostrar como se da o processo de formacao de conceitos das criancas, no ensino
da Algebra do Ensino Fundamental, e com isso, demonstrar a importancia da relagdo de complementaridade entre
a linguagem corrente e a linguagem matemaética.

Justificativa

Ao tratarmos de Linguagem e Matemadtica, é possivel perceber a importancia da relagdo entre ambas, pois
os primeiros problemas matemadticos foram resolvidos através da linguagem o que possibilitou os mais variados
discursos. Com o tempo essas resolugdes foram substituidas por simbolos que vem sendo utilizados ate hoje,
provocando entdo uma barreira entre os alunos e a matematica, por isso nao ser visivel, os objetivos esperados
nem sempre vem sendo atingidos de forma satisfatoria.

A maioria dos professores de matematica ignora a linguagem, ensinando apenas resolucoes com simbolos, e
existem vérios fatores que contribuem para isso, como o tempo, a falta de recursos didaticos, o Projeto Politico
Pegagdgico da instituicao e até mesmo a falta de interesse por parte do educador. Formando entdao alunos com
capacidade insuficiente para interpretar e assimilar conteiidos matematicos. Logo nos primeiros anos escolares,
deveria ser apresentada aos alunos esta relagao de complementaridade entre a

Linguagem e a Matematica para que as criancgas iniciem seu processo de formacao de conceitos, desenvolvendo
o raciocinio légico e intuitivo.

Mas o fato é que o ensino da matemaética e da lingua materna nunca se articulam para uma agdo conjunta,
é como se as duas fossem coisas diferentes, e nos proprios alunos podemos observar isto com frases do tipo: “eu
sou bom em matemadtica e péssimo em portugués”’ ou “eu nasci para fazer contas nao para ler e escrever”.

E como sabemos o discurso ndo é bem assim, pois na mais simples matematica do dia a dia pressupéem um
conhecimento da lingua materna, pelo menos em sua forma oral e escrita.

Entao podemos observar que tanto a matematica quanto a lingua materna, funcionam como um instrumento
de intervencao nos processos gerais do conhecimento para a formacgao cultural do homem.

Segundo Rabelo (2002, pg. 83):

Se um dos principais objetivos de se trabalhar a lingua escrita é a formagao de um bom leitor e “escritor”, um
dos principais objetivos de se ensinar matemdtica € a formacao de um bom formulador e resolvedor de
problemas. E para alguém se tornar um bom leitor e “escritor”, € indispensdvel inseri-lo em um bom e varidvel
referencial de textos, para que ele se torne um bom formulador e resolvedor de problemas é preciso, igualmente,
inseri-lo em um referencial de “textos matemdticos”, através dos quais ele poderd ler, interpretar, analisar e
produzir textos que constituam desafios matemdticos.

Segundo, D’Ambrosio (in Danyluk, 2002:11):

A leitura matemdtica do mundo parece ser uma das caracteristicas da espécie humana...assim como falamos,
matematizamos. Linguagem € a capacidade organizacional de expressar o nosso agir. Ao falar damos espaco
para que nossa criatividade se manifeste, organizando e transmitindo o imagindrio.

A linguagem torna-se um fator importante, pois ao propor uma atividade, a crianga tem que interagir os
seus pensamentos com o meio, aprendendo uma linguagem especifica e mudando os rumos da atividade e do seu
desenvolvimento. Para dar uma base empirica a essa discussao serd realizado um estudo de caso em uma escola
publica de ensino fundamental e médio da cidade de Goiania.
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Introducao:

A presente pesquisa tem como objetivo central investigar os processos metodoldgicos de ensino de Geometria
Analitica em ambientes informatizados, contribuindo com a formagdo dos académicos do curso de licenciatura
em Matematica, Bacharelado em Ciéncia da Computacao e Sistemas de Informacao da UniEvangélica mediante
o estudo dos aspectos tedricos e praticos relacionados a Educagdo Matematica. Estamos propondo a utilizagdo
de softwares como recurso pedagdgico para compreender conceitos bésicos de Geometria Analitica em especial as
coOnicas: pardbola, elipse e hipérbole. Visto que o aprendizado de Geometria Analitica pode tornar-se mais atrativo
com o auxilio de softwares. A interagdo do usudrio com interfaces graficas valoriza os conceitos matemédticos
continuos utilizando uma abordagem discreta, abordagem que chega ao alcance de nossos aprendizes. O que
pode promover uma maior compreensao dos conceitos valorizando a aprendizagem de forma significativa bem
como contribuir com o desenvolvimento de habilidades especificas da ciéncia mateméatica. Palavras 7 chave:
Geometria, Geometria Analitica, Softwares, Educagdo Matemadtica.

Metodologia:

Para desenvolver nossos estudos utilizamos a metodologia descritiva, com subsidios que proporcionaram o de-
senvolvimento de conceitos basicos de geometria analitica: plano, espago e o conceito de funcdo linear e quadratica,
bem como as equacoes das conicas: parabola, elipse e hipérbole.

Resultados:

Para esta abordagem escolhemos os softwares Winplot, MathGV, Régua e Compasso e Vrum Vrum, por
disponibilizar ferramentas para construcdes de geometria mediante uma interface de menus de construgdo em
uma linguagem prépria a esta disciplina. Assim, foi possivel criar e analisar construgoes de fungoes, equagses,
animagoes e esbogo de graficos, que podem ser visualizados em espagos bi e tri-dimensionais.

Este trabalho teve inicio com um delineamento histérico do desenvolvimento da ciéncia focando sempre a
geometria. Uma linha do tempo foi descrita, proporcionando uma visao histérica do desenvolvimento da geometria,
fatos que marcaram a evolugao do pensamento matemético e as necessidades que impulsionaram os avangos
tecnoldgicos.

Observamos que o formalismo aliado a uma notagdo matemadtica especifica, pode e as vezes deixa obscuro o
real significado destes conceitos. Essas dificuldades as vezes surgem em incompatibilidades de interpretagao das
variaveis existentes no mundo real e do mundo da ciéncia matematica. Faz-se necessario observar que a ciéncia
matematica trabalha conceitos com varidveis continuas. Neste sentido os softwares possuem uma caracteristica
que se adaptam ao mundo real, seus conceitos sdo matematicos, mas sao descritos com variaveis discretas, as
quais em sua maioria representam os problemas do cotidiano.

Reforcando nossa proposta de utilizar os softwares para compreender os conceitos bdsicos de geometria
analitica: plano, espago e o conceito de funcao linear e quadratica, bem como as equagoes das cOnicas: pardbola,
elipse e hipérbole. Assim estamos elaborando uma proposta metodolégica que enfatiza a reflexdo sobre estes con-
ceitos utilizando os softwares Winplot, MathGV, Régua e Compasso e Vrum Vrum. Inicialmente elaboramos um
manual que aborda a estrutura e o funcionamento de alguns comandos para visualizagdo de graficos em espagos
bi e tri-dimensionais.

A presente pesquisa encontra-se em fase de elaboracao de atividades contextualizadas que podem ser resolvidas
com os softwares. Almejamos a elaboragdo de uma proposta metodolégica que aborda a solu¢do matemaética
classica e solucao utilizando os softwares. Valorizando a interagao entre o usudrio e o aplicativo, mas enfatizando
que o entendimento dos conceitos é fundamental para uma aprendizagem significativa. CONCLUSAO:

Observamos que o aprendizado de Geometria Andlitica pode tornar-se mais atrativo com o auxilio de softwa-
res. A interacdo do usudrio com interfaces graficas valoriza os conceitos matematicos continuos utilizando uma
abordagem discreta, abordagem que chega ao alcance de nossos aprendizes. O que pode promover uma maior
compreensao dos conceitos valorizando a aprendizagem de forma significativa.
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O projeto trata da concepgdo de sistemas de troca e comercial, transagbes comerciais, moedas e valores de
produtos comercidveis e conversdes de moedas. Também trata das relagdes comerciais entre povos/ culturas e
suas mudancas ao longo da historia.

Os alunos eram compostos pelos indigenas das seguintes etnias: Apinajé, Javaé, Karaji, Karaji-Xambiod,
Kraho, Tapirapé e Xerente.

O objetivo foi de promover situagoes de aprendizagem por meio do manejo e da reflexao sobre instrumentos
lidicos que abordam as relagbes monetdrias e comerciais presentes nos distintos contextos sécio-culturais. Esta-
belecer um espago educativo de discussao e reflexdo a respeito das relagoes comerciais tradicionais e atuais de
cada cultura/povo, tomando como orientacdo suas transfiguragdes ocorridas ao longo da historia. Abordar as
tematicas de sistema comercial e suas transagoes comerciais de modo a estabelecer relacoes significativas em prol
das expectativas e necessidades dos povos indigenas e nao-indigenas.
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O projeto tem por objetivo desenvolver agoes que propiciem a formagao continuada do professor de matemaética
da escola-parceira no propdsito de repensar sua pratica pedagdgica e torné-lo multiplicador de novas metodologias
de ensino a partir da aplicacdo da metodologia da pesquisa-acao, contemplando as dimensoes de ensino e extensao
por meio de discussées acerca da Matematica e Educagdo Matemdtica. Este nasce da re-elaboracdo do projeto
Colméia, coordenado pela professora Zaira da Cunha Melo Varizo, desenvolvido pelo LEMAT/IME no periodo
de 1994 a 1999. Com intuito de compreender a proposta do projeto e suas dimensoes, foram realizadas leituras
e discussoes, além da exposi¢do do conhecimento adquirido nos debates sobre pesquisa qualitativa, promovendo
assim, a compreensdo dos aportes basilares do Colméia. Além do estagidrio e seu orientador, conta com uma equipe
executora composta por uma professora colaboradora do IME/UFG, trés bolsistas do PETMAT/IME e um bolsista
PROLICEN. No momento a equipe estd contactando as escolas de menor IDEB (fndice de Desenvolvimento da
Educagéo Bésica) apresentando-lhes o projeto a fim de estabelecer uma parceria para a sua execugao.
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Muito se fala sobre a importancia dos jogos no ensino aprendizagem de matemadtica, mas ha ainda poucos
elementos para uma reflexdo mais profunda com relacao a esta utilizacao no ensino médio. Existe uma vasta
bibliografia que relaciona o lidico com o jogo, a importancia do mesmo na formagao de valores, entre outros. O
projeto de estagio I, Jogos no ensino de Matemética busca propiciar momentos onde o aluno de licenciatura leia,
reflita e discuta sobre varios textos que abordam esta temadtica para que, ao planejar uma aula com jogos, ele
saiba o porqué e o para qué da utilizacdo dos mesmos. Durante o projeto os alunos tiveram além de leituras e
discussoes, a oportunidade de colocar os seus estudos em pratica tanto na participagdo na Amostra Milton Santos
como na elaboracao de um artigo fundamentado nos tedricos estudados e nas experiéncias vivenciadas com os
jogos.
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O projeto Jogos matematicos estratégicos no processo de ensino e aprendizagem da matematica na escola do
Ensino Baésico consistiu no estudo de alguns jogos estratégicos matematicos sobre os quais levantamos conheci-
mentos mateméticos e 1dgicos. Posteriormente escolhemos um jogo (SEIXOS) e realizamos uma aplica¢do piloto
no Colégio Waldemar Mundim, com a turma do 5° ano, coletando dados e levantando as principais dificuldades
no processo de ensino e aprendizagem, especialmente no ensino da matematica.

Promovemos reflexdes e discussoes a respeito dos saberes matematicos presentes em alguns jogos, proporcio-
nando situagdes de aprendizagem cooperativa entre os licenciandos (estagidrias e bolsista) e os alunos do Ensino
Basico, oferecendo aos professores elementos para que possam adotar os jogos nas suas salas de aula.
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Este projeto de estagio proporcionou aos alunos contato com a pratica de ensino, mediante o acompanhamento
de uma metodologia de ensino-aprendizagem que alterna entre presencial e nao presencial. E associado a uma
pesquisa participativa desenvolvida na disciplina de Didatica da Matematica II do curso de Licenciatura em
Matemadtica do IME/UFG, num curso que desenvolveu atividades presenciais (50%) e atividades ndo-presenciais
(50%). As atividades nao-presenciais foram desenvolvidas na Plataforma Moodle, que se caracteriza por ser
um AVA (Ambiente Virtual de Aprendizagem). Este AVA serviu como suporte para se pesquisar uma possivel
mudanga comunicacional e a construgao de hipertextos pelos sujeitos pesquisados. A metodologia utilizada visou
ampliar o leque de atuagdo do futuro professor, pois, propiciou ao estagidrio o contato com tecnologias que
podem auxiliar o processo de ensino-aprendizagem mediante o acompanhamento de atividades desenvolvidas nas
aulas presenciais e nao presenciais; produgoes de sinteses dos textos trabalhados na disciplina de Didatica da
Matematica II; anotacoes de situagOes pertinentes a pratica pedagdgica nas aulas presenciais; participacdo no
planejamento e no replanejamento das atividades desenvolvidas na disciplina. Atualmente a expansao dos cursos
a distancia vem promovendo mudangas de metodologias de ensino e aprendizagem, portanto é importante que o
futuro profissional da area de educacao tenha contato e experiéncias com essa realidade para que sua formagao seja
de melhor qualidade e, por conseguinte, uma melhor preparagao para atuagao docente. Contudo, uma contribuigao
significativa do projeto é sobre a apropriagao e utilizagdo do AVA na disciplina pesquisada.
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O Centro de Ensino e Pesquisa Aplicada a Educagao - CEPAE - oferece aos alunos interessados ou com dificul-
dades na aprendizagem de Matematica, um acompanhamento extraclasse visando uma melhoria desta aprendiza-
gem, bem como um auxilio ao aluno interessado em desenvolver seus estudos da disciplina. Este acompanhamento
é realizado por alunos da graduagdo do curso de Licenciatura em Matemadtica que estdo cursando a disciplina
de Estdgio Supervisionado I, sob orientacdo de um professor do departamento de Matematica do CEPAE. Por
meio de estudos e reunices, desenvolvem-se atividades de ensino, contemplando os alunos que se interessem ou
aqueles que ndo alcancem notas satisfatérias, sendo indicados pelo seu professor para o atendimento. Este acom-
panhamento realizar-se-4 por todo ano letivo e durante este periodo os alunos estagiarios mantém um enorme
contato com o ambiente escolar e com os alunos de 60 ano do ensino fundamental ao 30 ano do ensino médio,
proporcionando um grande aprendizado com uma rica experiéncia educacional. Esta experiéncia sera relatada
por meio deste trabalho, com intuito de socializa-la, sempre em prol de uma melhoria da educacao do nosso pais.
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Este projeto é desenvolvido com alunos do 6o ano/EF do CEPAE/UFG trabalhando com a unidade que trata
de Grandezas e Medidas. Visa o desenvolvimento de competéncia métrica e a ampliagdo do conceito de medida
de uma grandeza. No primeiro semestre foi feita uma pesquisa sobre as mudancas das unidades de medidas desde
a antiguidade até os dias de hoje e também foi construido um jogo da memdria visando a fixacdo dos conteidos.
Na conclusdo desta etapa, foi montado um painel, em sala de aula, expondo os resumos dos alunos do livro
paradidatico ?Medir é comparar? e o material de revistas e jornais sobre o tema, levantado pelos alunos. Para
o segundo semestre serd elaborado um caderno de atividades com situagoes?problemas que envolvam operagoes
matematicas e medidas e, ainda, constard no caderno jogos individuais que objetivardo o desenvolvimento do
raciocinio légico e também a fixagao de conceitos.



XXIII Semana do IME/UFG 138

Didatica da Matematica a luz de uma abordagem a distancia

Porto, D.,.Do Amaral, J. H. S
Graduandos Licenciatura em Mat.IME/UFG

Orientador:Prof. Dr. José Pedro Machado Ribeiro
IME/UFG
Goiania - GO
e-mail: pedro@mat.ufg.br

Este é um trabalho criado pelo grupo PETMAT/IME com o intuito de sanar a dificuldade dos alunos de ma-
temdtica na disciplina Célculo Diferencial e Integral I. Os objetivos deste trabalho s@o diminuir a evasao no curso,
melhorar a aprendizagem e despertar o interesse quanto a importancia dessa disciplina no curso de matematica.
A metodologia utilizada durante o projeto é a tutoria, que consiste em um estudo em grupo denominado circulo
tutorial, desenvolvendo a idéia de reciprocidade, ou seja, aprendizagem entre iguais. Atualmente desenvolvemos
atividades com dois circulos tutoriais. Cada circulo é formado por um (1) bolsista do PETMAT (tutor do circulo),
um (1) estagidrio do curso de licenciatura em matematica e oito (8) alunos de Calculo. Acontecem duas reunides
semanais planejando e elaborando notas histdricas e listas de exercicio do conteido ministrado pelo professor na
sala de aula. Compde a reunidao o professor coordenador do PETMAT, um (1) professor orientador do Estdgio
Supervisionado I do IME/UFG, dois (2) estagidrios e dois (2) bolsistas PETMAT. Nas sextas-feiras sdo realizados
os encontros dos tutores com os alunos para realizar o estudo coletivo promovendo uma discussao sobre as listas
de exercicios elaboradas por nds estagiarios e elaboracao de um plano com todas as atividades a serem realizadas
no circulo tutorial.
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